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Préface

L'histoire de la conjecture de Fermat est vraiment
extraordinaire, poétique, passionnante ... tant de
mathématiciens, et d'amateurs ... ont cherché pendant 358
ans !!!

Finalement la résolution ne se fait qu'en 1994 par Andrew
Wiles.



1 INTRODUCTION

Vers 1636, Fermat émit I'énoncé suivante :
"L'équation :
Ln: xn+yn=1zn

n'a pas de solutions en entiers naturels non nuls x,y,z , dés
que n=>3.

Etj'ai trouvé une merveilleuse démonstration mais cette
marge est trop étroite pour en contenir ..."

Nous appelons cette assertion : "la conjecture de Fermat"
puisqu'on n'a pas trouvé la démonstration de Fermat.
Traditionnellement on I'appelle "le dernier théoréme de
Fermat".

Depuis ce jour, tout le monde essaie de démontrer cette
conjecture ... mais il fallait attendre jusqu' au 1994 pour
que cette conjecture soit démontrée par Andrew Wiles.

Avec les techniques que Wiles utilise pour démontrer
cette conjecture, on pense que Fermat s'est trompé dans
sa démonstration, autrement dit Fermat n'ai pas
réellement démontré cette assertion, donc c'est une
conjecture plutét qu'un théoreme, et puis depuis 358 ans
personne n'a trouvé une démonstration "simple" pour
cette conjecture alors probablement Fermat non plus.



2 LA GENESE DE LA
CONJECTURE DE FERMAT

2.1L'ARITHMETIQUE DANS UN
ANNEAU

Soit A un anneau, pour nous c'est un anneau integre,
unitaire et commutatif.

On note Ax1'ensemble des éléments inversibles de A
Ax={a€A / ABEA ap=1}
on dit aussi les unités de A.

Définition divise : Soient o, €A on dit que a divise 3 et on
note a|p s'il existe un k€A tel que xa = . On dit aussi :

— a est un diviseur de f3,
— B est un multiple de a
- B est divisible par «
On écrit aussi :

B =0 (mod a)



Propriétés :
a o = xa|xp ,xEA

aIB}
o = o|(xB + , X,y EA
afyf = UGB +yy) xy

Définition diviseur commun : Soient o,3 €A on dit que 6
est un diviseur commun de o et 3 si :

S|a et 8|B

Définition premiers entre eux : Soient o, €A on dit que o
et B sont premiers entre eux si :

VOEA, Slaet 5| = SEAx

autrement dit, les diviseurs communs de a et § sont des
unités.

Définition pgcd : Soient o,f3 €A, le pged(a,3)=8 est le plus
grand diviseur commun de « et 3, cad

Sla et 5|B
etsid'|aetd'|B=8'8
On note pged(a,B)=(a,B)

Définition ppcm : Soient a,f3 €A, le ppcm(a,)=p estle
plus petit commun multiple de « et 3, cad

o|pet Blp

etsialp' et Blp' = plp'



Note : Le pgcd et le ppcm n'existent pas toujours, puisqu'il
s'agit de I'existence d'un plus grand ou d'un plus petit
élément d'un ensemble.

Définition associé : Soient o,3 €A on dit que a et § sont
associés s'il existe un eEA* tel que o= €f.

aa|fetBla=a=¢B ,e=unité

Définition irréductible : Soit nEA" et n€Ax, on dit que 1 est
irréductible si :

1N = aff = a€Ax ou BEA*

autrement dit, les diviseurs de 1 sont des unités ou des
associés de 1.

Définition premier : Soit pEA” et p&Ax, on dit que p est
premier si:

plaB = plaoup|B (lemme d'Euclide)

Propriété : premier = irréductible

Démonstration : On prend un p premier #0, et on a:
p=af, il faut montrer que o ou 8 sont des unités.
allons-y:

p=af = 1l.p=af} = p|afl comme p est premier on a par ex
pla. Or on a aussi a|p d'ou

a=gp, e=unité



p=af=¢epf = p=¢epf = p(1-¢f)=0 comme A est integre =
1-¢f = 0 = ¢=1 = B est une unité.

On fait de méme pour p|f = a est une unité.
donc p est bien irréductible.

Définition anneau factoriel : Soit A un anneau, on dit que A
est factoriel si:

Tout élément o non-nul de A se décompose de facon
unique en produit des éléments irréductibles.

o= ENM2 ... Nn
e=unité, n;=irréductible.

Unique signifie:

O = ENM2 . Mn = UNN2 «e N

g1 unités.

ou bien avec une deuxiéme décomposition

o = p§18283 o &m

alors on a:

1) m=n, méme longueur

2) Les & sont des associés de 1 : & = win;, pi=unité.
Propriétés :

o Dans un anneau factoriel : irréductible < premier.



On a déja

premier = irréductible.

premier < irréductible ??

Soient :

o =emmnz ; e=unité, ni=irréductible

B = u&1&:83 ; p=unité, {=irréductible

y = irréductible

yYlap = y est1'un des ni ou l'un des & donc
Yla ou y|B cad y est premier.

a Le pgcd existe : pged(o,p) existe

2.2LES IDEAUX

Définition idéal : Soit ICA, on dit que I est un idéal si :
1) 0€l

2) Va,b €l = a+b €l , stabilité

3) Ya€A, Va €l = aa €l , propriété absorbante

On note I I'ensemble des idéaux de A.

L'idéal engendré par un élément a€A :

(o) = {x=ka , avec KEA}



(o) se nomme idéal principal.
L'idéal engendré par n éléments oy, a, ..., 0ty €A :
(o1, Az, v, 0 ) = {X=K101+K202+...+KnQn , aVeC KEA}

Sil=(ay,ay,..,a,)ondira que I est de type fini. Dans un
anneau A ou tout idéal est de type fini, on dira que
I'anneau A est noethérien.

et

(a) = (B) © a = ¢P ou € est une unité

Le radical d'un idéal :

Soit I un idéal, le radical V1 de I est défini par:
Vi={x/aneNx" € I}

En effet /I c'est bien un idéal :

01=0€l= 0evVI

a€VietBeVI = a+BeVI?
aEVI=a el

BeEVI=pB™ el

n+m

(a+pm =Y (“ ;m) agn+mh

h=0



- Sin<h = (ah Mg M~M)q" = g € I (propriété
absorbante)

- Sin>h= (a” B“_h)Bm = EB" € I (propriété absorbante)
(a+p)"Mel= a+BeVI

d'autre part:

ElP el ) el Ea eV

VI est bien un idéal.

Somme des idéaux :

[+] = {x=a+b avec a€l, be]}

Produit des idéaux :

[J={x= Z a;b; aveca; €1,b; €]}

1

en particulier

[=(ay, )

J = (B1,B2)

I+] = (ay, oz, By, B2)

IJ = {1 By, o1 B2, a2 By, a2 B2)
() +(B) = (o, B)

(a) (B) = (ap)



Remarg ues importantes .

(I,+) n'est pas un groupe, c'est simplement un monoide
d'élément neutre (0), seul I'idéal (0) posséde un opposé
donc I'écriture -I n'a pas de sens ! par contre 1'écriture
—(a) n'est rien d'autre que (—a) = (a).

De méme (I, .) n'et pas un groupe non plus, lui aussi c'est
un monoide d'élément neutre (1), I'écriture ! ni {a) ! elle
non plus n'a pas de sens !!

Modulo par un élément y ou par un idéal [ :

Soit a, 3,y €A et I un idéal,
déf
—a=fB(mody) & IkEA telquea-f =xky

déf
- a=f(modI) & (a-B)el
on note aussi :

a= (mody) © a= (modyA) © a= (mod/(y))

déf
- o|B (dans A) = Jk€EA tel que f =k«
< =0 (mod a)

Définition anneau principal : Soit A un anneau, on dit que
A est principal si tout idéal est principal.

vIidéal = Ja€A tel que I = (a)

Définition anneau euclidien : Soit A un anneau, on dit que
A est euclidien si :
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1) Il existe une division euclidienne {: A -» N

2) V(a,B)EAXA", il existe (k,n)EA? tel que
a=xkB+un, u=0ouP(x@) <Y(P)

Si A est euclidienne alors on a l'identité de Bézout:

Si o et B €A premiers entre eux, alors il existe k1 €A tels
que

ka+uf=1
Propriété : euclidien = principal = factoriel

Définition divise : Soient [,] €1 on dit que I divise ] et on
note I|] s'il existe un K€l tel que KI =].

Note on a: I|] = Jcl

Définition pgcd : Soient I,] €l on dit que D=pgcd(L])=(1,])
si:

1) D|l et D]

2)D'|letD'|J=D'|D

D=pgcd(l,]) = plus grand commun diviseur de I,].
Propriété :

a pged(L)) =1+]

On dit que I, ] sont premiers entre eux si D=pgcd([,]))=(1)
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Soient a, €A et un idéal I, on définit la relation
d'équivalence ~ par:

a~B < a-B €l ou note encore a = (mod I)
On note A/~ ou A/l la classe d'équivalence de ~.

Définition idéal premier : Soit PEI" et P#A, on dit que P
est premier si:

a A/P est integre. &
a ofy EP = a€P ou BEP. &

a VL, I|P = [=Poul=A

2.3ANNEAU DES ENTIERS

Soit K=Q(§), un corps de nombres de degré d (§=nombre
algébrique de degré d)

K=Q() ={x=ap+a§++ag_1§"; a; € Q}

et Zy 1'anneau des entiers de K cad:

Ix = ZNK

ol Z = les entiers algébriques.

Exemples :
u &% = d€Z avecd # 0,1 et sans facteur carré.



Z[Vd] sid = 2,3 (mod 4)
Ly = [1 ++d
Z
2
anneau quadratique.

sid = 1 (mod 4)
ng=1= Zy = Z[¢] anneau d'Eisenstein
nin=1= Zy = Z[¢] anneau cyclotomique

2.4ANNEAU DES ENTIERS
D'EISENSTEIN

On pose
2m, 1 3. ;
g=e¢e3 =—§+71etonazg =1

le corps K engendré par Q et

K = Q() = {a=a+bo €C / a,b €Q}
I'anneau des entiers de K=Q(p)

Zx = KNZ

Zx = Z[o] = {a=a+bg €C / a,b €7}

Cet anneau s'appelle I'anneau des entiers d'Eisenstein, il
contient I'anneau Z[iV3] c Zg

Z[iV3] = {a=a+biV3 €C / a,b €EZ}

12
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Z[iy3] < Zle]

On va regarder les propriétés de cet anneau Z[g] .

2T,
Les corps Q(Q) avec{=en',{» =1, s'appelle les corps
cyclotomiques, et I'anneau des entiers de Q({) , les
anneaux cyclotomiques Z[].

2.5PROPRIETES DE Z[P]

La norme de Z[o]
N:Z[o] - Z
a—- N(a)

a=a+bg ou ab €EZ

a=a+b<—§+§i>:(a—g> @1
(-2
N(a) = aa

N(atbg) =a®-ab +b? €Z
ona:

N(apB) =N(c)N(B)
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Avec cette norme, Z[] est euclidien ( Y(a) = [N(a)] ), donc
factoriel.

Les unités de Z[p] sont :
Z[o]* = {*1, 10, 0%} et si p est une unité alors pé=1

Comme Z[o] est factoriel, on a le théoreme de
décomposition suivante:

Théoreme de décomposition unique :

Vo non-nul, non-inversible €Z[g], il existe une
décomposition unique de la forme :

O =UP1p2... Pn

ou les pi premiers (=irréductibles) et p=une unité
Unique signifie :

Si a admet une deuxiéme décomposition, on aura :

{ & = HUPp1P2 - Pn
A= VTTT3 ... Ty

n=m méme longueur
Ti = Vipi olU v;=unité
ce qui donne donc

O = UP1P2 - Pn = EP1P2.. Pn ; L€ UNités
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(2.5.1) Théoréme :

o, B,y €Z[e]

{(xB =y :){a = pt® { 7,0 € Z[e]
(o,B) =1 B =ve3 I, v unités € Z[p]*

Démonstration :

La décomposition de a est de la forme:

_ ki
a=¢g | [p
i
mj
B =& Ti

i

3 _ 3l;
Y =& T]i‘

i
ki mj __ 31i
Gg& 1 | T =& N
; .

1

Comme «a et 3 sont premiers entre eux (a,3)=1 les p; et les
Ti sont différents (ils ne sont pas entremélés) donc on

ki . 3 :
retrouve les p;* parmiles ;' autrement dit on a

_ 3i _ .3
O(—Hl_[ni = ut
i

A m; . 3]
de méme onretrouve les T, ' parmilesn; ' restant:
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j=restant

€1, €2, €3, 14, V les unités

(2.5.2) Théoréme:

Va €Z[o], Ip=unité €Z[o]*, 36 €Z[iv/3] tels que
po =9

pa = u+viv3 ol u,v €Z

Démonstration :

On pose

_1+13
&= 2

0+1=¢§

donc Z[g] = Z[§] , et un élément de a€Z[o] s'écrit :

_a+bi\/§

« 2

avec a,b la méme parité

Sia et b sont pairs, il n'y a aucun probléme o = 1.a€Z[iv3]
Voyons ce qui se passe quand a et b sont impairs

22m)+1=4m+1

a=2l+l = {Z(Zm +1)+1=4m+3

a=1,-1(mod4)
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de méme pour b

b=1,-1 (mod 4)

il y a donc quatre cas a étudier :

— casl:a=1 (mod 4), b=-1 (mod 4)

<1 + i\/§> <a + bi\/§> 1

- — =3 (@=3b) + (a+b)iv3)

comme a=1 (mod 4) et b=-1 (mod 4) ¢a donne
a-3b=0 (mod 4)

a+b=0 (mod 4)

donc
1+1iV3) (a+ biV3
( > >< > >=91=u+vi\/§ € Z[iV3] ;uveL

s <a + biv3
e’ | ———

: >=91ez[ix/§]

— cas2: a=-1 (mod 4) ,b=1 (mod 4) =

(-a)=1 (mod 4), (-b)=-1 (mod 4)

m, <(—a) + (-b)iv3
e3

> ) = 0, € Z[iV3]
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2 2
_ omig a+b1\/— i, (a+biv3
=e =e 2

4m. i
el (#) = 0, € Z[iV3]- cas3:a=-1 (mod 4) , b=-1
(mod 4) =

m, <(—a) + (—b)i\/§) m, ( a+ bi\/§>
e3 =e3 [ —

(-a)=1 (mod 4) , b=-1 (mod 4)

u <(—a) + biv3
“\T 2

m. [ a—biV3 -, (a—biv3 _2m. (a—biV3
e3 | — > = eMle3 > =e 3 >

2m, <a + biv3
es >

) =05 € Z[iV3]

) =03 € Z[iV3]

— cas4: a=1 (mod 4),b=1 (mod 4) =

(-a)=-1 (mod 4), (-b)=-1 (mod 4)

ECRICTE

( —a) + (- b)l\/_> s, <a+b1\/—>

<a+ b1\/_>
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T, <a + biv3

—=i
e 3
2

) =0, € Z[iV3]

(2.5.3) Théoreme :
a? +3b%2=¢3
abc # 0
(ab)=1
a, b parités différentes

alors il existe u,v €Z et (u,v)=1 tels que :

a+ biVv3 = (u+ Vi\/§)3 ou u,veZet(uv)=1
Démonstration :

a’ +3b% =¢3

On va se décomposer dans Z[Q]

(a + bi\/g)(a — bi\/§) =c3

Montrons que (a + bi\/§), (a - bi\/§) sont premiers entre
eux.

Soit T un diviseur premier de (a + bi\/§) et (a - bi\/§)
donc t divise la somme

T|2a = N(t)|4a?
t|(a + biv3) = N(t)|N(a + biv3) = N(1)|(a? + 3b?)

N(1)|(a? + 3b?) = N(t)=impair car (a? + 3b?)=impair
(car a,b parités différentes)
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N(t)|4a% N(t)=impair = N(1)|a®

N(t)[a*
N(1)|(a® + 3b?)

} = impossible car (a?,a® + 3b%) = 1
en effet, raisonnons a l'envers , Bézout donne :
xa’+y(a®+3b¥) =1

(xa+ya)a+ (3yb)b=1

u=xa+ya

v =3yb

y=v/3b

x=u/a-v/3b

ainsi comme a,b premier entre eux on a

ua+vb=1

il suffit de prendre

x=u/a-v/3b
y=v/3b
on aura

xa’+y(a®+3b%) =1

Conclusion (a + bi\/§), (a — bi\/§) sont premiers entre
eux.
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D'apres le théoreme (2.5.1)
(a+ bi\/§) = et?, & = unité, T € Z[g]

Mais d'apres le théoréme (2.5.2) , il existe une unité v telle
que:

vT = 0 €Z[iv3], v=unité

comme v6=1 (on a de la chance !) d'ou

(a+biv3) = evo13 = ev3(v1)® = n63; p=unité

I faut maintenant examiner toutes les unités de Z[o]
ne{+1,te+0%

comme -1 = (-1)3 il suffit de regarder seulement pe{1,0,0%}
allons-y :

->u=1

(a+biv3) = (u+viv3)3

OK pas de probléme et on a:

a=u(u-3v)(u+3v)

b=3v(u-v)(u+v)

et(ab)=1=(uv)=1.

“H=e

(a+biv3) = o(u + viv3)3



o(a+biv3) = (u +viv3)3

<—% - ?1) (a+ bi\/§) = (u+ viv3)?3

)=y

ce qui montre que
-(@a+b)=6v(u-v)(u+v)

ce qui est impossible car a,b de parités différentes

- p=¢*
(a+biv3) = @?(u + viv3)3

o’ (a+biv3) = (u+ viv3)?

(—% + ?1) (a+biv3) = (u+ viv3)?

(3b+a

. )+(a;b)i\/§=(u+vi\/§)3

la aussi ca donne

(a-b)=6v(u-v)(u+v)

ce qui est impossible car a,b sont de parités différentes

Finalement le seul cas valable est u=1

22
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2.6 LA DESCENTE INFINIE

La descente infinie est inventée par Fermat, elle sert a
démontrer quelque chose qui n'existe pas !

Pennons par exemple, on a une équation a 2 variables
f(x,y) = 0, et on veut montrer qu'il n'existe pas de solutions
non-nulles dans Z par ex, cad il n'existe pas de couples
(a,b)EZ?, ab+0 tels que f(a,b)=0.

a chaque solution (a,b) on associe un parametre 9eN", et
on dit que la solution (a',b") est plus "petite" que la
solution (a,b) ca signifie simplement 9'<9.

= On suppose donc que 1'équation f(x,y)=0 admet une
solution non-nulle (a,b), et on se débrouille pour trouver
une autre solution (a',b') qui est plus petite que (a,b), puis
une autre (a",b") plus petite que (a',b") ... etc.... on aura
donc

w<9"<9'<9

mais on ne peut pas descendre infiniment car il y a un
nombre fini des entiers naturels entre 0 et 9. Donc la
solution (a,b) n'existe pas!

Exemple :
/3 n'est pas rationnel, cad 1'équation :
x?-3y*=0

n'a pas de solution non-nulle dans N2,
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Supposons que I'équation admet une solution non-nulle
(a,b)EN? on aalors:

a*-3b%=0
a*=3b*=>
3|a? = 3|a (car 3=premier) = a=3a' = a®=9a"

9a'?=3b*=3a’=b*=3|b?*=>3b=>3b'=b

d'ou
a|2 - 3b12
a?-3b%=0

Ici on prend 9=a

¢ay est on a trouvé une autre solution (a',b") plus petite
que (a,b), car 9'=a'<9=a et la descente infinie nous dit

qu'une telle solution (a,b) n'existe pas, donc v/3 n'est pas
rationnel.

Remarque le méme raisonnement peut étre appliqué pour
un nombre premier p, autrement dit ,/p n'est pas
rationnel.

On peut utiliser la descente infinie une autre facon.

a On suppose que I'équation f(x,y)=0 admet des solutions
non-nulles dans Z?, parmi ces solutions on prend la plus
petite (a,b) cad avec 9 minimum et on se débrouille pour
trouver une autre solution (a',b") qui est plus petite que
(a,b), donc



9'<9

mais ceci contredit le fait que 9 est minimum. Donc
I'équation n'a pas de solution dans Z2.

25
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3 L'EQUATION X3 +Y3 =173

SoitI'équation de Fermat de degré 3 : L3 : x3 + y3 =73

Supposons que I'équation admet une solution primitive
(a,b,c) avecab,c €Z cad :

a® + b3 = ¢3; solution
Solution primitive = abc # 0 ;non — nulle

(a,b,c) = 1; premiers entre eux

pgcd(a,b,c) =(ab,c) =1, premiers entre eux (dans leur
ensemble).

Remarque : En fait, ¢a signifie aussi premier entre eux 2a2.
En effet supposons que d=(a,b) on a donc

dlaetd|b = kd =a, md =b et soit £ un diviseur premier
ded on a:

fa'=aetfb' =b (£|aetf|b)
£32'3 +43b'3 = ¢3
£(.)=c3

£|c3 comme ¥ est premier = £|c ceci contredit (a,b,c)=1
donc (a,b)=1 en permutant les lettres a, b, c on trouve
(a,c)=(c,b)=1.

(a,b,c)=1 & (a,b)=(a,c)=(b,c)=1
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Ce raisonnement est pour n=3, il est valable pour n=p =5
premier.

(3.1.1) premiers entre eux < premiers entre eux 2a2
Voyons les propriétés de la solution primitive (a,b,c)
a3 +b3=c3

— a,b,c ne peuvent pas tous étre pairs car (a,b,c)=1 donc
au moins un est impair, disons a.

— b,c ne peuvent pas tous étre impairs car a=impair donc
au moins un est pair, disons c.

(a®+b3=¢3
abc# 0
(ab)=1

| ¢ =pair
ta,b = impairs

a3+b3=c3

(at+b)(a%-ab+b?) = 3
(a+b)[(a-b)?+ab] = c3

on pose

2p = a+b ; puisque (a+b) est pair
2q =a-b; puisque (a-b) est pair
d'ou

a=p+q
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b=p-q

et (p,q)=1 car (a,b)=1

(p,q) de parités différentes car a=impair

le calcul donne

2p(4q” + (p+q)(p-q)) = 3

2p(p%+3q?%) = c3 = p=pair et q=impair, en effet

(p,q) de parités différentes = (p?+3q*)=pair, donc q=pair
car c=pair

Résumons

2p(p® +3q®) = ¢?

(P =1
p = pair,q = impair

Il nous reste maintenant de voir si 2p et (p?+3q?) sont
premiers entre eux. Soit d leur diviseur commun

{ d|Z2p
d|(p® + 3¢%)

d|(p?+39%) = md=(p*+3q*)=2h+1 car (p,q) parités
différentes donc (p?+3qg?)=impair

donc d#2.
d#2 etd|2p = d|p = kd=p

md=(p?+3q?) = md=(k?*d?+3q?%) = md - k*d®*=3q® = d|3qg*



29

= d|3q°
— Supposons d>3 = d|q?

Soit ¢ un diviseur premier de d: ¢|d, d|q* = £|q* = £|q (car
£ premier, lemme d'Euler : £|ab = ¢|a ou |b)

D'autre part: #|d, d|p = #|p

£|p et £|q ce qui est impossible car (q,p)=1
donc d<3 = d=1 oud=3 car d#2
pgcd(2p,(p?+3g%))=d=10u3

m Casd=1

{ 2p =13
p2+3q2:S3

on a:
2 2 _ .3
p“+3q°=s
(p,q) =1
(p, q) parités différentes

Le théoreme (2.5.3) nous dit qu' il existe u,v tels que:
3
p +qi\/§ = (u+vi\/§) ou u,veZet(uyv)=1

apres le calcul ¢a donne

p=u(u-—3v)(u+3v)
{ g=3viu—v)(u+v)

d'ou
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2p = 2u(u-3v)(u+3v) =13

On montre que 2u, (u-3v), (u+3v) sont premier entre eux
donc ce sont des cubes

2u=c?3

u—3v=a
u+3v=>b3

3

a3+b3 =3

or

a3 + b3 = (a+b)(a?-ab+b?)
|la+b| | |a3 + b3 = |c|?
ja+b] | fc]?

|a'b'c'|3 = |2p| = |a+b|
jabe’l® | fef?
|a'b'c'|3 < |c|3

|a'b'c'| < |c| < |abc]|
|a'b'c’| < |abc]|

Ici on prend 9 = |abc]|

On a trouvé une solution (a',b',c') plus petite que (a,b,c)
(9'<9) avec la descente infinie ce qui est impossible donc
la solution primitive (a,b,c) n'existe pas dans le cas d=1.
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o Cas d=3

d=3,d|2p = 3|p = p=3t

2p(p?+3q?%) = 6t(9t*+3q?%) = 18t(q*+3t?)
18t(q*+3t¥) =3

Ici aussi, c'est exactement le méme travail.

(q.t)=1 car (p,q)=1

(g,t) parités différentes car (p,q) parités différentes

18t(q® + 3t») = ¢?
(qt) =1
g, t parités différentes

Il nous reste maintenant de voir si 18t et (q*+3t?) sont
premiers entre eux. Soit § leur diviseur commun

{ 6|18t
8/(q® + 3t%)

8|(q?+3t?) = md=(q?+3t?)=2h+1 car (q,t) parités
différentes

donc 6#2.

0#2 et §|18t = §|9p = 6=3,9,1 ou 6|t
*a) Cas 6=3

3k=18t

3m=q*+3t* = 3|q* = 3|q (car 3=nombre premier)



et 3|p (3t=p) donc c'est impossible car (p,q)=1
*b) Cas 6=9

9k=18t

9m=q?+3t? = 3|q® = 3|q (car 3=nombre premier)
et 3|p (3t=p) donc c'est impossible car (p,q)=1

*c) Cas 8|t

5|t
8|(g® + 3t?)
(=1

ko=t
md=(q%+3t%)

md=(q*+3k*8%) = §|q*

Soit £ un diviseur premier de &: £|5, §|q* = £|q* = £|q

D'autre part: |6, §|t= Z|t

c'est impossible car (q,t)=1

*d) Il nous reste donc le cas 6=1
18t(q*+3t*) = ¢3

{18t =3 23 =23r=34£=r0
q?+3t2 =53

g +3t> =53
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Le théoreme (2.5.3) nous dit:

3
q+tiv3 = (u+vi\/§) ou uveZet(uv) =1
apres le calcul ¢a donne

qg=u(u—3v)(u+3v)
{ t=3v(u—v)(u+v)

d'ou
18t = 33.2v(u-v)(u+v)
2v(u-v)(u+v) = £3 ; d'apres (D

On montre que 2v, (u-v), (u+v) sont premier entre eux
donc ce sont des cubes

’
2v=as

u—v=>b3

utv=c?3
a3+b3=c3
or

a3 + b3 = (a+b)(a?-ab+b?)
ja+b] | [a3 + b3 = ||}
ja+b] | [e]?

27|a'b'c'|3 = |6p| = 3|a+b]

9|a’b'c’|3 = |a+b|

33
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9la’b'c® | |cf?

|a'b'c'|3 <9]a'b'c'|3 < |c|3
[a'b'c'|3 <|c|?

la'b'c'| < |c| < [abc|
|a'b'c’| < |abc]|

Ici on prend 9 = |abc]|

On a trouvé une solution (a',b',c') plus petite que (a,b,c)
(Sol plus petite & 9'<9) avec la descente infinie ce qui est
impossible donc la solution primitive (a,b,c) n'existe pas
dans le cas d=3 non plus.

Finalement I'équation
X3+y3 = Z3

n'a pas de solutions entiers non nuls.
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4 L'EQUATION X? +Y? =72

Soit I'équation: x* + y? = z?,

On appelle une solution primitive dans N, un triplet (a,b,c)
avec a,b,c €N tels que:

a’ +b? =c?
(a,b,c) & abc # 0
(a,bc)=1

Soit donc (a,b,c) une solution primitive et voyons alors ses
propriétés:

a® +b?% = c?

ona

(a,b)=1 donc a,b ne peuvent pas étre tous les deux pairs
ils ne peuvent pas étre non plus tous les deux impairs
en effet, dans ce cas c serait pair et

a?+b?=c? (mod 4)

2 =0 (mod 4)

donc a,b de parités différentes, et on suppose a=impair
donc b=pair et finalement c=impair



Résumons
a? + b? = c?
(a,bc)=1

a, b parités différentes
a = impair, b = pair, c = impair

c?-a®=b?

(c+a)(c-a) = b?

on pose

c+a=2p; car c,a impairs
c-a=2q; car c,a impairs
d'ou

c=p+q

a=p-q

on voit que (p,q)=1 car (c,a)=1 (premier entre eux =
premier 2a2)

(c+a)(c-a) = 4t* (car b=pair)
pq=t’
comme (p,q)=1 p et q sont déja des carrés

p=u’
2

q=v

et on voit que (u,v)=1 car (p,q)=1
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d'ou
c=p+q=u’+v*
a=p-q=u?-v?

ici on voit que u>v car a>0 et u,v de parités différentes car
c=impair

2 - 3% = b2
ut + 2u%v? + v4 - ut + 2uiv? - vi = b2
b =2uv

les solutions de x*+y? = z* sont donc

x =u?—v?
y = 2uv
z=u’+v?

avec u>v>0, (u,v)=1, et u,v de parités différentes
Exemple, on peut prendre u=n+1, v=n avec neN"
(2,1) » 3% +47 =57

(3,2) » 5% +122=13?

(4,3) > 72 + 247 = 252
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5 L'EQUATION X* +Y* = 72

L'équation : x4+y* = z?

Supposons que I'équation admet une solution (a,b,c)
primitive dans N (a,b,c €N, abc#0, (a,b,c)=1), voyons ses
propriétés

a*+ bt = c?
(ab) =1
(aZ)Z + (b2)2 — C2

et a®b? premiers entre eux , donc on peut écrire

a2 = 2 - v2
b? = 2uv
c = u?+v?

voyons 1'égalité:
a® +v?=u?

d'ou de nouveau:
a=p?-q?

v =2pq

u=pZ_'_qZ
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or

b? = 2uv = 4upq
b 2

(z) =

car b?=pair donc b=pair

donc u,p,q sont des carrés

u=r
p=s
q=t’

p?+q?=u = st+tt=r?
eton a:
0<r=v/us<u’=cv?<c
Ici on prend 9=c

On part de la solution (a,b,c) et on arrive a trouver une
autre solution (s,t,r) plus "petite" (9'=r<9=c) donc avecla
descente infinie, ce qui est impossible, la solution (a,b,c)
n'existe pas donc I'équation x*+y*= z* n'a pas de solutions
non nulles dans N, donc pas de solutions non nulles dans Z
non plus:

En effet, sil'équation admet une solution primitive dans Z

a*+b*=c?



par ex si a<0 alors on pose a =-a' aveca'>0
etonaura:

(-a")4+b* = 2

a4+bt = c2

(a',b,c) comme solution primitive dans N, ce qui est
impossible.

40
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6 L'EQUATION X* +Y* =174

D'apreés ce que nous avions dit, 'équation x*+y*=z* n'a pas
de solutions entiers non nuls.

En effet si elle admet une solution (a,b,c)
a4+b4 = C4 = a4+b4 = (CZ)Z

alors (a,b,c?) sera la solution de x*+y* = z2 ce qui est
impossible.

Il y a une autre facon de montrer que 1'équation x*+y*= z*
n'a pas de solutions entiers non nuls.

On commence par montrer la propriété suivante:

Propriété : L'aire d'un triangle rectangle a c6tés entiers
naturels (triangle pythagorique) ne peut pas étre un carré,
autrement dit

le systeme :

{Xz +y2 =72
xy = 2t?

n'a pas de solution en entiers naturels non-nuls.
Démonstration :

Supposons que le systéme admet une solution (a,b,c,d)
alors on a:
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a’+b%=c?
ab = 2d?

ce qui donne:

a=u?-v?
b =2uv
c=u?+v?

u,v premiers entre eux et de parités différentes, on peut
supposer v=pair.

ab = 2(u? - v)uv = 2d?
(u - v)(u+v)uv = d?

les (u-v),(u+v),u,v sont premiers entre eux 2a2 , donc

d'ou
2v=g?-p?
2u = g*+p?

u,v de parités différentes = p?, q° impairs = p,q impairs =
q-p, q+p pairs
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2h=q-p

2k=qg+p

4h*=q* + p? - 2qp

4k? = g*+p?+2qp
4(h%+k?) = 2(q*+p?) = 4u
h?+k? = u =r?

h?+k? =r?

et

4hk = q% - p? = 2v = 257
2hk = s?

hk/2 =1 s?

hk=2 G)Z;V = pair = s = pair,v = 2m
hk = 2m?

¢ay est on a trouvé une autre solution :
h?+k? = r?

hk = 2m?

c'est (h,k,r,m)

ici on prend 9=c
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c=uP+vi=rt+st >
O'=r <9=c
donc la solution (h,k,r,m) est plus petite que (a,b,c,d)

La descente infinie montre que ce n'est pas possible donc
la solution (a,b,c,d) n'existe pas autrement dit il n'y a pas
de triangle pythagorique dont l'aire est un carré.

L'équation L4: x*+y* = z* n'a pas de solution, en effet
supposons qu'elle a une solution (a,b,c) on aura donc

at+b*=ct
d'ou
at=c*- bt

as = ¢8 + b8 - 2c¢*b*

a8 + 4ctb* = c8 + b8 + 2¢*b*
a8 + 4c*b* = (c* + b4)?

et

2a*c*b? = 2(a*cb)?

On a trouvé un triangle pythagorique (a%2c?b?,c4+b4) dont
I'aire est un carré (a®cb)?, ce qui est impossible donc la
solution (a,b,c) n'existe pas donc L4 n'a pas de solution en
entiers naturels non-nuls, comme on a des puissances
paires, Ls n'a pas non plus de solutions non-nulles dans
a,b,c €Z,abc#0.
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7  SOPHIE GERMAIN

7.1UNE FORMULE UTILE

Voici une formule utile :

n—1
a" —b" =(a—hb) z an~1-kpk
k=0

On va la démontrer par récurrence.

an=2

a’—b?=(a—b) al7kb* = (a—Db)(a +b)

La formule est vraie pour n=2.

o Hypothese de récurrence: supposons que la formule soit
vraie pour n, puis montrons qu'elle reste encore vraie
pour (n+1).

Ona:
an+1 _ bn+1 — an(a _ b) + b(an _ bn)
etd'apres HR on a:

n—1
an+1 _ bn+1 =N (a _ b) + b(a _ b) Z an—l—kbk
k=0



46

n—1
an+1 _ bn+1 — (a _ b) a+b Z an—l—kbk ]
k=0

n—1
an+1 _ bn+1 — (a _ b) al + Z an—1—kbk+1 ]
L k=0

changement des indices : k+1=m

n
a" + Z at~mpm ]

m=1

an+1 _ bn+1 — (a _ b)

n
an+1 _ bn+1 — (a _ b) z qht~mpm
m=0

Pour (n+1) la formule est encore vraie.

et pour la somme avec n=p=impair on a:

p—-1
aP +bP = (a+b) Z aP~ 17k (—p)k
k=0

On ne peut pas parler de la conjecture de Fermat sans
parler du théoréme de Sophie Germain. On trouve des
textes, des documents sur internet parlant du théoreme
mais pas du tout clair ... on ne sait méme pas de quoi s'agit
le théoreme ... et on voit méme des textes qui disent que le
théoréme de Sophie Germain démontre la conjecture de
Fermat !!! bref un flou total , une pagaille pas possible ...

Et pour tant ce n'est pas bien compliqué.
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Soit:
Lp : XP 4+ yP = zP avec p premier =5

L'équation de Fermat, on divise I'ensemble des solutions
(a,b,c) de Ly, en deux types:

type 1: (a,b,c) , abc # 0 (mod p)
type 2: (a,b,c),abc =0 (mod p)

Théoreme de Sophie Germain : Soit p un nombre premier
de Germain cad q=2p+1 est aussi un nombre premier.

Alors I'équation de Fermat L, n'a pas de solution de type 1.

Démonstration : On va raisonner par absurde, cad on
suppose une telle solution existe et on espere arriver a
une contradiction.

Allons-y, on a donc

Solution de type 1

aP +bP =P
abc # 0
(a,b,0) =1
abc # 0 (mod p)

étapel:
(7.1.1) Lemme:
Vu€eZ, u® =0,1,-1 (mod q)

- qlu=uP =0 (mod q)
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- gfu = u? =u (mod q) ; petit th de Fermat

ud~! =1 (mod q) ; car u est inversible dans [F,, on simplifie
u, c'est ici on a besoin q=premier.

u?P =1 (mod q) ;

uP = +1 (mod q) ; c'estici on a besoin 2p (pair)
donc, on a bien.

uP =0,1,-1 (mod q)

étape2 : q|c (qta et qtb)

Supposons qu'on aie : abc # 0 (mod q)
a4 = a (mod q) ; petit th de Fermat

a9l =1 (mod q)

a?P =1 (mod q)

aP =41 (mod q)

de méme pour b,c:

bP =41 (mod q), c?P =+1 (mod q)
d'ou

aP +bP + (=)’ =+1+1+1 (modq)
aP + bP 4+ (—c)? = +1,4+3 (mod q)

aP + bP + (—c)? # 0 (mod q) , car q=2p+1>7
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orona:
aP 4+ bP = cP (mod q)
aP + bP + (—c)? = 0 (mod q)

donc abc = 0 (mod q) cad q divise I'un des a,b,c. On peut
supposer que c'est ¢, q|c (donc gta, qtb car
(a,b,c)=(a,b)=(a,c)=(b,c)=1)

étape3:
aP +bP = cP

p—1

(a+b) Yy aP 1 K(=p)k =cP

posons

p—1
A=) ab ik (-b)¥

k=0
on va montrer que (a+b) et A sont premiers entre eux.
Supposons que r leur diviseur premier commun.
r|(a+b) etr|A
o = r?|cP = r|c (car r=premier)
ar|(a+b) > a+b=0(modr)=>a=-b(modr) =

p—-1

p—1
A= ) aP 17 K(=bp)k = » aP~17k(@)X (modr)
2. D

k=0



p—-1

p—1
A= z aP Ik (@)k = Z aP~1 = paP~! (modr)
k=0 0

=
A =paP~! (modr)

or (r|A) © A=0 (modr)
paP~! = 0 (modr)

- r|p = r=p (car r,p premiers) et r|c = p|c contredit
solution de type 1.

- r|ar! = r|a (car r=premier) et r|c = contredit (a,c)=1
doncr=1, (a+b) et A sont premiers entre eux.

il existe donc a,a' €Z tels que :

atb=aletA=aP

En permutant les lettres a,b,c on trouve deux autres
relations:

{ at+b=aP {A=a'p

(=b) +c=pP B ="
() +c=y  lc=yP
étape4 :

(ma)+c=vyP

(-a) +c¢=vy” (mod q)

yP = —a (mod q), car q|c

50



51

Or

yP = 0,1,—1 (mod q) , Lemme (7.1.1)
gta = qty = y inversible dans [Fq donc y#0 (mod q) =
yP = +1 (mod q)

(-a) = %1 (mod q) = a==1 (mod q) (3)
de méme pour b,

BP =11 (mod q) ,etb=%1 (mod q)

af +BP +yP = 2¢

aP + P +yP = 0 (mod q)

o +1+1=0(modq)

aP =41+ 1 (mod q)

aP = 0,12 (mod q)

mais d'aprés le Lemme (7.1.1) on a:

a? =0,%+1 (mod q) ;Lemme (7.1.1)
donc

af = 0 (mod q)

cad

a+b =0 (mod q)

a=-b (mod q)



or
p-1
A=) ab I (-b)¥
k=0
d'ou
p-1
A= z aP~17k(a)* (mod q)
k=0

A =paP~! (mod q)

a® = paP~! (mod q)
Mais

a=11 (mod q) (voir (37))
et p-1 = pair donc

aP~! =1 (mod q)

d'ou

aP =p (mod q)

mais ¢a contredit

aP = 0,41 (mod q) ;Lemme (7.1.1)

car
p# 0,£1 (mod q) ; pzqz;1 — dans Fqon a: p#0,1,-1

Ouuuoffff !
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Remarque importante : Il y a des textes qui circulent sur
l'internet qui disent que le théoréme de Sophie Germain
démontre la conjecture de Fermat !!! c'est faux et c'est
n'importe quoi !!!

En effet si on observe bien la démonstration on voit que :

— D'une part le théoréme ne dit rien sur les solutions de
type 2 . On ne sait pas si l'équation admet les solutions de
types 2 ounon !!

— D'autre part, on ne traite que des nombres premiers
Germain, pas tous les nombres premiers !

Donc le théoréme de Sophie de Germain ne démontre pas
du tout la conjecture de Fermat.

Méfiez vous des informations sur le Net : "N'importe qui
peut dire n'importe quoi et n'importe quoi peut étre
répété bétement par n'importe qui !!"

Donc il faut trier, vérifier les informations sur le Net ....
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8 L'OEUVRE DE KUMMER

2m,
On prend K=Q(Y) avec { = er P =1, p=premier impair,
on montre alors que

Zg = Z[7 = {a =ap +a{+ -+ a,_20P7%; a; € 7}

On définit les Z-morphismes ox de Z[(] dans C de la fagcon
suivante:

1<k<p-1
ok: Z[(] - C

o = oi(0)
aB EZ[] ,a€Z
ok(a+B) = ok(a)+ok(p)
ox(af) = ox(a)or(B)
ox(a) = a
Et oy est identifié par :
ox(Q) = &
Et une norme sur Z[{]
N:Z[() - Z

a— N(a) = a1(a)oz(a) ... op-1(a)
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On a alors les propriétés suivantes:

2 N(apB) = N(a)N(B)

aN(a)= 0= a=0

o N(a) = +premier = (a) = premier

aa€Z = N(a) = ar!

Exemple

x(X)=Xpr1+Xp2 +..+X+1 ;polyndme minimal de
Xp1+Xp2 4.+ X+ 1= (X-0(X-C?) ... (X-0p1)

p = (1-0(1-¢) .. (1-371) = (1-01(3)) (1-62(Q)) - (1-051(7))
p = N(1-0) (doncI'idéal (1 — ) est premier)

On a:

(Prl+(p2+..+(+1=0

(2 g3--1)=1

ce qui montre que { est une unité, (EZ[{]*

o {fr-1=1= Tunité

o (k{pk = 1 = Ckunité, pour 1<k<p-1

1-¢
1_Zm=u€Z[<]X,k+petm’rp
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Autrement dit les (1-Ck) et (1-{m) sont associés quand ktp
et mip

En particulier
al-¢1-¢21-¢,..,1-(p! sontassociés
1-¢
1-¢
ap=(1-9(1-37)..(1-¢1)

ap= w(l - {)P'l , W = unité

o

=1+ (=€ = unité

2 (p)=(1—-0) P

Quand on fait de I'arithmétique dans Z, tout se passe bien
et qu'on a la propriété suivante:

Propriété-a :
a,b,c €Z

ab=c“} {a=£u“

(a,b)=1 = b = pv" ouu,v € Z, g, p unités

Cette propriété provient de la décomposition unique d'un
nombre en facteurs premiers dans Z, c'est parce que Z est
factoriel.

Dans I'équation de Fermat
XP + yP = 7P

on factorise le membre de gauche ¢a donne
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(x+y) (x+yQ) (x+yT?) ... (x+ylp1) = zp

On voit donc que les éléments (x+y), (x+y(), (x+yC?), ...
(x+yCr-1) sont dans Z[(], mais en général Z[(] n'a aucune
propriété particulier donc pas beaucoup de
l'arithmétique...

Peut-on quand méme utiliser la propriété-a dans Z[(] ?

La réponse est non car Z[(] n'est pas toujours factoriel, ni
principal !! toutdépenddep.

Pour s'en sortir Kummer a l'idée suivante:

Au lieu de travailler dans Z[C] on va "monter" travailler
dans I I'ensemble des idéaux de Z[(] !! (ici A=Z[(]) . On
démontre alors le théoréme suivante tres importante :

Théoreme de décomposition unique :

Dans I tout idéal non nul I se décompose de facon unique
en produit des idéaux premiers .

VIel", [ =PiP;.. P,
P; = idéal premier
Note: On dira que Z[(] est un anneau de Dedekind.

Une fois la décomposition est faite on "redescendre” sur
Z[C] par les régles suivantes:

1) (&) (B) = {aB)

2) (o) =(B) = a =€P ol € est une unité.
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En espérant qu'on pourrait s'en sortir. Mais il y a quand
méme 2 problémes !!

— Comment peut-on descendre de I a Z[{] ?

— Comment "débarrasser” 1'unité €?

8.1LES LEMMES

Définition nombre premier régulier :

On dit qu' un nombre premier p est régulier si
Ir principal = I principal.

oul estun idéal, I€l

Propriété 1:

p est régulier s'il ne divise aucun des numérateurs Ny des
nombres de Bernoulli B, B4, B, ..., Bp-3

ptNk, pour k=2, 4, 6, ..., (p-3)

Rappel les nombres de Bernoulli : Les nombres de
Bernoulli sont définis par récurrence :

B0:1

+1 +1 +1



NQUESE

k=0

B, =1,B, = 113—113— 1B—1
S I e T )

On a Bak+1 = 0 pour k=1, les impairs B3, Bs, B7, Bo, ... sont
nuls et le signe de Bk est alterné : sig(Bai) = (-1)k+!

By=+, B4=-, Bs=+, Bg=-,....

Propriété 2 :

On pose

Sk=1k+ 2k+ _ + (p-1)k , pour k=2, 4, 6, ..., (p-3)

p est régulier si p? ne divise aucun des S, S4, S, ..., Sp-3
p%tSk pour k=2, 4, 6, ... (p-3)

Nombre de classes :

On définit la relation d'équivalence suivante sur I :
VI Jel

[ ~] © Ja,B €Z[T] tels que : ()] = (B)]
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On montre que I/~ est fini, on note h le nombre de classes

cad le nombre d'éléments de I/~
#(0/~)=h

avlel, I" = principal
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h est donc le plus petit entier naturel m tel que

VIel, Im =principal

Propriété 3 (Kummer):

p est régulier s'il ne divise pas le nombre de classes h
p régulier & pth

exemples:

p=23,h=3,

p=37,h =37,

p=59, h = 3x59x233,

p=67,h=67x12739

donc 23=régulier, 37=irrégulier, 59=irrégulier,
67=irrégulier

Voici le début de la liste des nombres premiers réguliers :

3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, (37), 41, 43, 47, 53, (59),
61,(67),71,73,79,83,89,97,107,109, 113,127, 137,
139,151,163,167,173,179, 181, 191, 193, 197, 199, 211,
223,227,229, 239, 241, 251, 269, 277,281, 313 ...

On voit qu'il y a trois nombres irréguliers 37, 59, 67 <100

Etle début de la liste des nombres premiers irréguliers :
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37,59,67,101, 103,131, 149,157, 233, 257, 263, 271,
283,293,307, 311, 347,353, 379, 389, 401, 409, 421, 433,
461, 463,467,491, 523, ...

Note: On démontre qu'il y a une infinité des nombres
premiers irréguliers (th de Jensen 1915), mais on ne sait
pas siles nombres réguliers sont finis ou infinis.

Lemme :
soit

p—2

Zaiii =0 (modp) ,a €EZ

=
Si p divise I'un des a; (pla;), alors plai vk
a,= 0 (mod p) = a, = 0 (mod p) vk
Lemme :

L'idéal (1 — ) est premier

En effet : Soit

aBE(l —7)

af =x(1-Q) , xeZ[T]

(1-Q]af

(1= {aXB)

N(a)N(B) = N(k)N(1-9)
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pIN(c)N(B) = p|N() par exemple car p est premier
ploi(a)oz(a)...op-1(a)

donc p divise I'un des o(a) :

asik=1=pla

(P ()

(1 =P~ [{a)

(1-0Ka) = () c(1 -0 =0ae(l—-0)

= sinon p|ox(a) avec k#1

(p){oK (@)

(1= 0P [{or ()

(1 - Qlok(w)

(1-9fox(e) = ops1k(1-0)]op+i(a) = (1-T14) |

Comme les (1-r+1k) sont associés a (1-() ils auront le
méme idéal: (1 — P+1%) = (1 -17), cad:

(1= P (a)
(1=} = (@) = (1 -7 = ag(1 =)

Comme a et 3 jouent le méme role (ils sont symétriques)
on trouvera le méme résultat pour {3, autrement dit on a:

aB €1 — Q) = a(l — ) ou Be(1 - )
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ca signifie que (1 — () est premier.

Lemme:

Le nombre A = 1-¢ est premier (dans Z[{] bien s{r)
En effet:

Soit (1-¢)|of il faut montrer que (1-¢)|a ou (1-¢)|B, allons-y
(1-Q]aB = af =x(1-7) , k€Z[]]

N(«)N(B) = N(IN(1-0)

pIN(a)N(B) = p|N(a) par exemple car p est premier
ploi(a)oz(a)...op-1(a)

donc p divise I'un des ok(a) :

asik=1=pla

(1-Q)]o,car p=w(1-¢r!,w=unité

a sinon p|ok(a) avec k#1

plok(a)

(1-D10k(@) = Gpra 1D 0pea () = (1719
Comme les (1-r+1k) sont associés a (1-(),ona:
(1-Q]a

Comme a et § jouent le méme role (ils sont symétriques)
on trouvera le méme résultat pour [, autrement dit on a:



(1-9)laB = (1-Q)]a ou (1-7)|B, allons-y
¢a signifie que 1-( est premier.

(8.1.1) Lemme:

Va€Z[(], JaEZ tel que

ar =a (mod p)

Démonstration :

comme o est un élément de Z[] il s'écrit

p—2
a=2ai(i ,a; €T
i=0
p—2 P p-2
@ =) ag | =) (ag) (modp)
i=0 i=0
p—2
al = z a]i) (mod p)
i=0
p—2
aPf = z a; (mod p)
i=0

aP =a(modp) ,a€Z
Lemme des unités-1:

VeEZ[{]* ,In unité réelle 1 =, et r entier >0 tels que

64
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€= ug

Lemme des unités-2 (Kummer) :
Soit p=régulier et a€Z

Ve €Z[{]x,

Si e =a (mod p)

alors AUEZ[T]* tel que € = pp

8.2THEOREME DE KUMMER (1847)

Théoréeme de Kummer : La conjecture de Fermat est vraie
pour les nombres premiers réguliers.

Démonstration :
On va traiter la résolution en deux cas.

Cas I: Solution de type 1

aP +bP =P
(a,b,c) =1
abc # 0 (mod p)
On factorise le membre de gauche :
(a+b)(a+bQ)(a+bl?) ... (a+blr-1) = cp

puis on monte dans I, on a donc des idéaux principaux

(a +b)(a+bl){a+be?) ... (a+bP1) = (c)P
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on va montrer que les idéaux a gauche sont premiers entre
eux 2a2. On prend par ex les deux premier.

Soit P un idéal premier qui divise (a + b) et (a + bQ)
P|(a+b)=>(a+b)cP=a+beP

P|(a+ bl) = (a + bl) c P => a+bl €P

d'ou

(1-Ob P

et

a-af+bl-bl=(a+bl)-(a+b) €P

(1-Q)a€P
P|(1 — )b}
P|(1 —{Xa)

comme a et b premiers entre eux = (a) et (b) premiers
entre eux = P|(1 — {) = P = (1 — Q) car P est premier

(1-0l(a+Db)

(1 - 0K (a+bg)a+bl?)..(a+bP 1) =(c)P
(1=K

(1= 0){c) car (1 — ¢) est premier

(1-9lc

N(1-9IN(c)
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plcPt = p|c (car p=premier)
contradiction car ptc.

Pour les autres couples on fait la méme chose, donc les
(a +b)a + bl){a + bl?) ... (a+ bl®~1) sont premiers
entre eux 2a2. ils sont donc en puissance p-iéme par ex:

(a+bl)=1Ip

On a Ir principal, et comme p est régulier I est principal :
(a+bQ) = (1)

(a+bQ) = ()

on descend dans Z[{]

a+b{=get ;ou e=unité, T€Z[

d'apres le lemme des unités-1 ¢ca donne
a+b{=pult*  ; ol u=u unité réelle, r=entier =0
a+b{ =plru (mod p) ; Lemme (8.1.1)

a+b{ = uZru (mod p)

agzr+b(¢?" = pgru (mod p)

finalement

a+bl-al? -b% 1 =0 (mod p)

voyons les cas : 1, {, {2, {21
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on a: 1#(, (#(2r, (2r#(21{] ne reste 3 cas:

—1=0 = b{- b7* ! = 0 (mod p) = d'aprés-(1) p|b =
impossible

—{=(?r1 = a-al?=0 (mod p) = d'apres-(1) pla =
impossible

—-1=0%r1 = (a-b) - (a-b){ = 0 (mod p) = d'apres-(1) p|(a-b)
< a=Db (mod p)

or

ar + bp =cp (mod p)

a+b=c(modp)

En permutant la solution (a,b,c) — (c,-a,b) on aura
¢ =-a (mod p)

d'ou

a+a=-a(mod p)

3a =0 (mod p)

pl|3a

comme pta = p|3 impossible car p=5

Donc 1'équation de Fermat Ly n'a pas de solution de type 1.
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Cas II: Solution de type 2

aP +bP =P
(a,bc)=1
abc = 0 (mod p)

On peut supposer que p|c.

Au lieu de résoudre Lj on va résoudre 1'équation suivante:
M, avec les inconnues (x,y,z,u,v) :

M,: xP + yP = uA'PzP

P
ouxy,z €Z[C], x,y,z premiers entre eux 2a2,
u=unité, A=1-(, v=2 entier naturel

p premier régulier =5

Si M, n'a pas de solution, L, n'a pas de solution de type 2
non plus, en effet si L, admet une solution (a,b,c) de type 2
on aura :

ar +bpr =cp, avec p|c

ce qui donne:

c=pc

cP =prc'P = wP AP-VPC'? ; (p=w(1-Q)P1, w=unité)
aP+br =P Al-Dpc'p

et (a,b,c’,wr,p-1) serait une solution de M,.
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Résolution M :

Supposons que M, admet une solution (a,b,c,u,m)
aP 4+ bP = pA™P cP

En factorisant le membre de gauche, ¢ca donne:

p—1

H(a +bq) = pAmP P

i=0
en passant par les idéaux

p—1

[ [@+b2) = @yme o
i=0

Note : L'arithmétique dans (I,+,.) est exactement comme
I'arithmétique dans (N,+,.)

Contrairement au premier cas I, les facteurs (a + b{') ne
sont pas premiers entre eux 2a2. Le but est de savoir
exactement que "contiennent” ces facteurs (a + b{').

Pour bien comprendre ce qu'on veut, ce qu'on fait on va
prendre un exemple :

On a p =trous, et np lamda A a distribuer dans ces trous,
pour fixer les idées on prend p=4 et n=2 on a donc 4 trous
et 8 lamda A, ex de distributions :

distribution1:1, 3, 2, 2

distribution2:3,2,0, 3
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distribution3: 2,2, 2, 2

On va démontrer qu'on a en réalité la distribution
suivante:

distribution : 5,1,1,1
cad tout vaut 1 saufle ler qui a le reste des lambda A..

Autrement dit on veut montrer que (1) divise (a + b},
avec t>2 et (A) divise exactement (a + b{!) pour 1<i<p-1,
et ca se fait en 4 étapes.

Allons-y:

étape 1 (AWM, (OM, ()M, ..., (AIM) : (A) divise tous les
(a +b')

on a:

p—1
1| [ +v2)
i=0

(A) est premier, il divise donc 1'un des facteurs {(a + b'),
disons (a + b),

M(a+b) (1)

— si (A) divise (a + bZ") par e, il suffit de prendre b'=b{h,
cela revient a permuter les facteurs, par ex si on prend
p=7 et h=4 ¢a donne:

(a + bZ*)a + bZ®)a + bZ®){a + b){a + bl}{a + b*)(a + b®)
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(a+b'Ma+b'Qa+b'PNa+bB)a+bT*a+b'T)Na+b'T°)
on al'identité :

(a+bQ) - (a+b) = -b(1- {+1) = -eb(1-{) , e=unité 1<i<p-1
Al[(a+bT)) - (a+b)]

Avec (1%) ce qui montre que (A) divise tous les facteurs
(a+b7)

Ma+bl),0<i<p-1
étape 2 ((A)=2M, (MM, (A)M, ..., (A)M) : (A)t (t=>2) divise

(a + bT) et (1) divise exactement (a + b{!) pour 1<i<p-1:

Comme {1, A, A?, ..., A1} est une base de Z[{] (car les i
s'expriment en fonction de (k) on peut écrire :

p—-1

a=2ai7\i ,a; €7

i=0

p—1
b=Zbi7\i b, €7
i=0

N=(-9'=) (11() (—Ok

k=0
a=ao +aiA (mod A?%)
b = b + biA (mod A2)

Ai =1 -1 (mod A2)
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a+bi=(ap + bo) + (a1 + b1 - ibg)A (mod A?)
or

a+b¢ =0 (mod?A)

a+ b= (ap + bo) (mod A)

(a0 + bo) =0 (mod A)

donc

a+bl=dA+ (a; +bs-ibg)A (mod A?)
a+bl =&\ (mod2A?)

Les &A (0<i<p-1) sont tous distincts ¢a signifie qu'on a
toutes les classes de Z[T]/N\? (il y en a p classes) donc parmi
ces classes on a la classe zéro 0, et les autres #0, autrement
dit il existe un unique h tel que

a+blh=0 (mod A?)

et les autres

a+bl # 0 (mod2A?), pourizh
On peut supposer h=0, donc
A%|(a+Db)

et A divise exactement (a + b{i) , 1<i<p-1, cad (a + b{i)
"contient” un seul A.

Al(a + bQi) pour 1<i<p-1
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ou encore en passant par les idéaux
(AM?Qo =(a+b),Q €1l
MQi =N a+bl) ,1<i<p-1,Q €l

étape 3 ((A)=22, (A), (A), ... (A)) : [l n'y a que les {(A) qui
divisent les (a + bl!).

Voyons si {(a + b{') contient autre chose MEI que les ().
Supposons que M divise {a + b{') et (a + by}, 0<j<i<p-1

M|{a + b{') et M|{a + bJ)

(a+bQ)) - (a+b{) = bi(1-¢) = eb(1-{) ,e=unité
(a+bQ)) + [- (a+bT7)] = eb(1-7)

(a+b7') + (a+by) = (b)1)

d'ou

M[(b}1)

Comme () est premier on a

M|(b)

On a l'identité:

(a+bQ) - {ri(a+bl) = a(1-0") = €a(1-0) ,e=unité
(a+bQ)) +[- ¢i(a+bq)] = £a(1-7)

(a+by) +(a +bT') = (a){d)
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M|(a){A)
Comme (A) est premier on a
M|(a)

Mais par I'hypothese (a,b)=1 = ({a),(b))=(1), donc
(a + bT') ne contient que des ().

(M?*Qo = (a+b)
(MQ;=(a+bl) ,1<i<p-1

étape 4 ((A)mp-(-1), (A), (A), ..., (A)) : On a(A)me-G-V|(a + b) et
(AM){a + bT), 1<i<p-1

On a:

p—1

| [+ 03> = o
i=0

Or dans le produit a gauche on a (A)P*! il manque disons
(AP (a cause de la décomposition unique des idéaux), on
doit donc avoir:

(p+1)+h =mp
h=mp-p-1

Comme chaque {a + b{') (1<i<p-1) contient exactement
un (1), (a + b) contient alors (A)2+h :

(M)mPPHLQe (M)Q1 (M)Qz ... (A)Qpa

Soient:
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(WM P*1Qg = (a +b)

(MQi =(a+bl) ,1<i<p-1

En résumé:

(™ 7PHQo (AP71Q1 Q2 . Qpr = (W)™ ()P
Qo Q1 Q2. Qp1 =(c)P

-1

Q; = (c)P

=]

Il
o

i

On va montrer que les Q; (0<i<p-1) sont premiers entre
eux 2a2.

Supposons le contraire Q€I

QIQiet Q|Q;

(MQK; = (a+bl) K €1

(MQK; = (a+b7) ,K; €1

MQ | (a+b7)

(MQ | {a+bd)

On a l'identité:

(a+bQ) + [- (a+b{)] = eb(1-) , e=unité
(a+b7) + (a+bT') = (b)1)

MQ [ (b)A)
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Et

(a+bQ) + [- T(a+bQ)] = a(1-0") = ea(1-0) ,e=unité
(a+b7) + (a+bT) = (a)d)

MQl(a)ya)

Ql{a)

ce qui contredit le pged((a),{b)) = (1).

Donc les Q sont premiers entre eux 232.

Qo Q1 Q2. Qp1=(c)?

Comme p est régulier, ce qui montre que les Q; sont eux
méme une puissance de p.

Q=T" (0<i<p-1)
d'ou
(A)mP—PHLTY = (a + b)

MTP =(@+bl),1<i<p-1
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On va maintenant montrer que Té’ et Tip sont principaux :

A%|(a+b)
Al(a + bQi) pour 1<i<p-1
(a+b) =228, B0€Z[T]
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(a+bQi) =26;, Bi€Z[(], 1<i<p-1

A209 AB1A0; ... ABp.1 = pAmp cp

en passant par les idéaux

(W)*(80) (ANB1XANO2) .. (ANB,_1) = (W)™P(c)?

L'unicité de la décomposition oblige que le membre de
gauche comporte autant de (A) que le membre de droite.
Et on sait que chaque {(a + b{') contient un seul (1) saufle
premier (a + b) qui contient le reste des (1)

d'ou
()P =P+1(80) (ANO1HAN(;) ... (AN(B,_1) = (M)™P ()P
on descend dans Z[{]

p—-1

Amp—p+1g n(xei) — AP P
i=1

Soient

a+b=Am"PPtlg, 0, €Z[(
a+bl =26; ,6; € Z[(] ,1<i<p-1
finalement

(Qymp—PHITY = ()P ~PH(B,)

()\)Tip =(AN6;),1<i<p-1
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T(l)o=(90)
T’ =(6;),1<i<p-—-1

T(I;, Tip sont principaux et comme p est regulier Ty et T;
sont eux méme principaux.

To=(ag) , WEZ[]]
Ti=(oy) ,1 <i<p-—1 eta€Z[T]

Montrons tout de suite que a; et a; sont premiers entre
eux.

(A o) = (a + b))
en descendant sur Z[{] , ca donne:
Adle; =a+bl g = unité

?\alljsl =a+Db(
Aabe; = a+ b(?

le calcul donne
a=—{ale +abe,

_ b -1 p -1
b=a;50" —ay&,

d'ou (o1,02)=1 car (a,b)=1. On a bien a; et az sont premiers
entre eux (2),

Nous avions montré que :

(a+b) = (WP ()P
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(@a+bl) =M )P,1<i<p-—-1

et on tire:

(a+Db)e;)P = (W)™ 7P )P ot)P

(a+b){ay)P = (™ DP Q)P (axg)P

(a+ b)) = W™ DP (a + bT' Nap)P

puis on descend dans Z[]

w(a+b)al =A™"DP(a + bl)af ;p = unité

or on a l'identité :

(a+bq)(1+7) - (a+bg?) = (a+b)?

en multipliant par A(m-1)p ag

At-Dr(a+b7) af (1+7) - A Dp(a+b7?) af = (a+b)T A1 ab
d'ou, en prenanti=1, 2 :

i@+ b)ad (147) - pp(a+b)al = {ADP (a+b) of
Mo (140) - o0y = GAMDP g

I SN S S
w4+ w1+

comme ( et (1+{) sont des unités

— p
A(m p ao

M2

=> ————— = g unité
i (1+79)
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L5
w (1+9

= v unité
p P _ 1)p o P

ay -€a; =V AMmDp g

Il faut maintenant faire entrer € dans (az)r
p P _ 1)p o P

a; - €0 =V AmP o

Comme m>2 = (m-1)p =p, d'ou

of -€a) =0 (mod A»)

0(]1) -€ (xg =0 (mod p), car p=wAr!,w=unité

hi - ehz =0 (mod p) avec hi,h; €Z, Lemme (8.1.1)

on a: h;#0 (mod p) si non h1=0 (mod p) et (a1, az) ne
seront pas premiers entre eux ( voit ("2 ) :

of =h1 (mod p) = af =0 (mod p)
o =hz (mod p) = o = 0 (mod p)
pla] = pla

plog = pla

donc il existe un h;' entier tel que
h;"h; =1 (mod p)

hz'h1 - € h2'h; =0 (mod p)

h2'hi - € =0 (mod p)
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€ =hz'h1 (mod p) avec ho'h1€Z
Donc, d'apreés le lemme des unités-2, € est de la forme:
MNP = €, ol N=unité
of + (—may)P=v Am-Dp o
1 naz 0
Si on pose:
ar=a',naz=b,ap=c,v=y,m-1=m'
alors I'équation devient
(@) + (b)P = WA P(c)P
Ici on prend 9=m
a partir de la solution (a,b,c,j;,m) on trouve une autre
solution (a',b',c',u’,m'") plus petite que (a,b,c,p,m) :
9'=m'=m-1<m=9 donc avec la descente infinie ce n'est pas
possible, autrement dit la solution (a,b,c,u,m) n'existe pas

donc I'équation M, n'a pas de solutions, par conséquent
I'équation L, elle non plus n'a pas de solution de type 2.

En résumé, la conjecture de Fermat est vraie pour les
nombres premiers réguliers p.

Commentaire :

1) 1l fallait attendre 211 ans (1847-1636=211) pour avoir
une grande avancée dans la résolution de la conjecture de
Fermat. C'est assez dommage que la méthode de Kummer
ne permet pas de démontrer la conjecture. En effetil y a
une infinité de cas ou la méthode n'a pas traité: les
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nombre premiers irréguliers. Et puis on ne sait pas si on a
traité une infinité de cas réguliers ou non ? Brefla seule
consolation c'est que la conjecture est vraie pour
beaucoup de valeurs de n .... (voir la liste des nombres
premiers réguliers)

Alors qu'avant Kummer on sait seulement que la
conjecture est vraie pour :

n=3,4,5,7, 14 c'est tout !!!

2) En examinant la démonstration, on pense que Fermat
s'est trompé au niveau :

Z[C] est principal Vp !!

Alors que ceci n'est vrai que pour p < 19, pour p = 23, Z[(]
n'est pas principal !
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9 FORME MODULAIRE

9.1FORME MODULAIRE DE NIVEAU N

Définition une fonction modulaire :

On pose H = {t=u+vi €C / Im(1)=v > 0} le demi-plan de
Poincaré.

Soit f une fonction définie sur H—C
f:H->C
- f(1)

On dit que f est une fonction modulaire de niveau N (de
poids k) si elle vérifie :

1. Holomorphe sur H.

2. La modularité :

at+b
(2o
p— (ct+ d)*f(7)
ou
ro(N)={(? °) otabcdez ad-cb=1etN|c}

3. Admet un q-développement :
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F(q) = Z b,q" , convergeantpour 0 < |q| <1

n>-h
tel que
F(ezmit) = f(1).

Une forme modulaire est une série ayant des propriétés
trés symétriques ...

Définition une forme modulaire :

Soit F la série définie par:

F= z b,q" ,convergeant pour 0 < |q| < 1
n>-h

F a un nombre fini d'indices n négatifs.

F =la série "en q", la série de "parametre q" etc ...

et soit f(t) la fonction définie par:

ffH->C

T - (1)

f() = Z b,e?™™ ;avecles méme b,

n>-h
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T 7777

Si la fonction f(t) vérifie:
1. Holomorphe sur H.

2. La modularité :

at+b
f(

— d) — (et + (D)

ou

o (N) ={ (i B) ou a,b,c,d €Z, ad-cb=1 et N|c }

On dit que F est une forme modulaire de niveau N (de
poids k) .

Lorsque n>1, et bi=1 on dira que F est une forme
parabolique (bo=0, pas de terme constant) mais pour nous
on gardera le mot "modulaire” pour ne pas introduire de
nouveaux vocabulaires, donc on dit simplement que c'est
une forme modulaire.
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On dit que F est la g-série de f(t), et que f(t) est la fonction
modulaire de F.

Remarque : Comme f(t) est périodique de période 1, f(t)
admet un développement de Fourier

f(t+1) =f(1)
f(.[) — bnezmrn

Pour retrouver F a partir de f(1) il suffit de prendre les
coefficients de Fourier b, avec b,=0 pour n<-h, et former
la g-série :

F= z b,q" ;0 <|q|l < 1,q = e?""
n>-h

Ne pas confondre F (une série) avec f(t) qui est une
fonction.

On note Sz(N) I'ensemble des formes modulaires de
niveau N (de poids 2 avecn>1 et b; = 1), c'est un C-esv, et
Sk(N) I'ensemble de formes modulaires de niveau N, de
poids k.

On pose:

g = dim S;(N) et on démontre que:
1<N<10, g=0 (trés important)
N=11 , g=1

N=12,13 ,g=0



et pour certaine valeur de N premier impair on a les
formules suivantes:

_ N N =1 (mod 12
g= —; siN= (mo )
_ NS N =5 (mod 12
g= —7 SiN= (mo )
=N GiN=7mod 12
g=—5 SiN= (mo )
N+1
g=TsiN=11(mod12)

exemple N=37

3713
87 T2

=2 car37 =1 (mod 12)

Exemples des formes modulaires:

Soit

teH = {t=u+vi, v>0}

A =7Z+Zt ={w = a+bt avec a,b €Z} = Z[1]

A* = A-{(0,0)}

On définit la fonction d'Eisenstein ¢2x(t) par :

1 1

P2 (1) = Z ok Z m

WEA* (a,b)#(0,0)ez2

et
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1
£2(0) = 60 " — = 6004(D)

weA*

1
g3(D = 140 ) — = 1409(v)

weA*
Voici les trois fonctions modulaires trés connues:

1

P2 (0) = @+ b0k

(a,b)#(0,0)ez?

g3 () — 27g3(1)
(21-[)12

g3 (v
8(1)

8(1) =

j(t) = 1728

on a:

at+b
ct+d

P2k ( ) = (et + d)* @y (D)

(ar+b

— d) — (ct + d)128(7)

_(at+b

J cr+d>= i

Leur g-séries (les formes modulaires correspondantes):

2(2mi 2k
By = 202 + S o ("

n>1

ou
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o) = ) d*
d|n

somme des k-puissances des diviseurs de n

@y = forme modulaire de poids 2k de niveau N=1.

CDZkESz]((l)
SA=q) (1-q)
n=>1

=(q-24q%+ 252q3 - 1472q* + ...
A = forme modulaire de poids 12 de niveau 1.

A€S12(1)
1
-] = a + 744 + 196884q + ...

] = forme modulaire de poids 0 de niveau 1.

J€So(1)

2 4 6

TT Tt
U8 = 55 53(6) = 5o

i

Rappel: §(2) = o

4 [e/e]
By =57 (1+ 240 Z o3 (M)q")

n=>1

4
=3 (1+240q + )
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8 [ee]
P = (1 - 5042 05 (0)q")
n>1

_ 8 1—504q +
=57m( q+-)
autres exemples :
F= qn(l —q")*(1— q''")?
n=>1
F = q-2q°-q3+2q%+q° +2q° - 2q7- 299 - 2q10 +qlt - 2q12 + ...

F=anq“

n>1

FeS;(11) (remarque,ona: bo=0,b1=1)
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10 COURBE ELLIPTIQUE SUR
Q

10.1 MODELE DE WEIERSTRASS

Une courbe elliptique £ définie sur Q, donnée par
I'équation E:

E: y* + aixy + asy = x3 + X2+ asx + a6 , 2 €EQ

est une courbe algébrique, de degré 3, lisse et muni d'un
point ® nommé point a l'infini .

Note: par abuse de langage, on confond parfois EetE: la
courbe € et sa équation E, sa représentation .

Le point O n'est pas dans plan !! il est a I'extérieur du plan,
quelque part ... on dit qu'il est a infini !!

Traditionnellement on note © = (0,1,0), pour voir
pourquoi il faut passer par I'équation homogéne de la
courbe :

E: Y?Z + a1XYZ + a3YZ? = X3 + a,X2Z + a4XZ? + a¢Z3 , a €Q
(on complete Z pour avoir les mondmes de degré 3)
dans cette écriture on doit avoir :

1) (X,Y,2) # (0,0,0)



93

2) (aX,aY,0Z) = (X,Y,Z) avec a # 0 (*3)

anZz0= (XY,Z)=(X/ZY/Z1); d'apres (3

on pose x=X/Z et y=Y/Z on a donc un correspondant
xy1)—(xy)

a 7 = 0 = 1'équation homogeéne montre que X = 0 donc
(0,Y,0) =(0,1,0) , d'apres (3

le point (0,1,0) ne correspond a aucun point du plan on le
nomme simplement le point a l'infini et on le note aussi
©=(00,00)

Attention !!
1) ® # 0 = (0,0) l'origine car: (0,0)—(0,0,1) # (0,1,0)
2)© #(0,1) car: (0,1)—(0,1,1) # (0,1,0).

On va noter E(Q), E(C): les points de £ a coordonnées
dans @, dans C.

Les points de £ sont les points a coordonnées algébriques
E(Q)
On verra que O joue le réle d'élément neutre du groupe

(E(Q),+) de la courbe &, sans lui on ne peut pas munir une
structure de groupe sur €.

Traditionnellement on utilise les modeles de Weierstrass
comme équation pour la courbe £ :



Modeéle 1 (standard):

E: y? + aixy + azy = x3 +ax?+ asx +a¢ , (1 €Z ()

avec A#0 ou

A = —b%bg — 8b3 — 27bZ + 9b,b,bg

et les coefficients b; sont donnés par :

b, = a$ + 4a,

by = ajaz + 2a,

be = a3 + 4ag

bg = a%ag — ajazay + 4azag + aza% —al
(on a aussi: 4bg = bybg — b2)

les coefficients c; sont aussi utiles

cy = b} — 24b,

cg = —b3 + 36b,b, — 216b,

i —ct
© 1728

On définit aussi le j-invariant de E
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Le A se nomme le discriminant de E
(A # 0 signifie que la courbe est lisse = courbe elliptique)

(°) Si les coefficients a; sont dans Q, pour passer dans Z on
fait par un changement de variables par K :

)

X = ux
3

{X—>u2X
y=uy

y - u’y
ou u = produit des dénominateurs des a;

Puis on multiplie I'équation par ué, on aura alors une
équation a coefficients entiers €Z .

Voici quelques courbes elliptiques

yY2=23-32x+3 Y=23+r y=x3-2
A =-2160 A=—64 L
Y/

Rappel : Le discriminant d'un polynome P(x) de degré n
est défini par:

P(x) = ax"+ ap.1 X1+ ..+ a;x+ap = a(x - e1)(x - €2) ... (X - €n)

ae) =2 | e - ep?

i<j
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ou a=le coefficient dominant de P(x) et les e; sont des racines
de P(x) dans C.

En particulier pour un polynéme de degré deux ou trois

a P(x) = ax2+bx+c = A(P) = a’(e; - €,)2 = b2 - 4ac

a P(x) = ax>+bx2+cx+d = A(P) = a*(e; - €,)%(e1 - €3)4(e; - 3)?
d'aprés un long, trés trés long calcul ... on trouve :

A(P) = bc? +18abcd - 4b%d - 4ac® - 27a%d2

Donc ne pas confondre le discriminant A =A(E) de E etle
discriminant A(P) du polynéme P(x).

P(x) = x3 + asx? + aux + as

qui vaut:

A(P) = a%a? + 18ajasas - 4a3as - 4aj - 27a2
ou

A(P) = (e1-e2)? (e1-e3)? (e2-e€3)°

ot les e; sont des racines de P(x) dans Q (la cléture
algébrique de Q = les nombres algébriques) ou
simplement dans C.

A(E) = 16A(P)

Modeéle 2 (court) :

On a aussi le model court, pour passer en model court il
suffit de remplacer :
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a;x+a

b b b
E: y* = x3 +sz2+74x+76

Modéle 3 (simplifié) :

On peut aussi utiliser le modéle simplifié, pour passer en
model simplifié il suffit de remplacer :

10.2 TRANSFORMATION
ADMISSIBLE

Soit E une équation de la courbe, on se demande quelles
sont les transformations qui font passer de E a E' une
autre équation mais qui représente toujours la méme
courbe elliptique £ ?

On démontre que la forme de ces transformations est:

_{ x=u’x +r
y=uly +su’x +t

={ X > u’x+r
y > uly +su*x+t



avec u#0,r1,s,t €Q et on notera T(u,r,s,t) une telle
transformation, et on I'appellera "transformation
admissible".

Lorsqu'on transforme I'équation E par T, 1'équation
devient E'=T(E)

E':y%+ allxy + a'3y =x3 + alzx2 + a;}x + a'6 , a'i €Qn
Et on a les relations entre les coefficients:

ua'1 =a;+2s

u3a'3= az+rai + 2t

u2a'2 =az-sa; +3r-s?

ua’4 = a4 - Saz + 2ray - (t+rs)a;+3r2 -2st

ubag= ae + ras + r2as - rtas- taz + r3 - t2

et

ul?A’ = A
4 r

u®cy =cy

ulcq = cq

J'=]
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Remarqgue : Comme j est le seul invariant, il est intéressant

de savoir quelle est 1'équation qui correspond a un j
donné, voici ce qu'on prend d'habitude :
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( j=0-y?=x3+1
l j=1728 - y* =x3 +x
36 1

lj+0,1728 » y% =x3 — -~
U= Y X Ty T 728 T - 1728

Note : La seule transformation

!
{x = u’x {X - u’x

y=uly ' y - uly

préserve la forme simplifiée y* = x3 + asx + a¢ etonales
relations

!
uta, = ay
!

ubag = ag

. !
(°) Note: Apres la transformation les a; ne sont pas
forcement des entiers ils sont en général des rationnels.

Mais on démontre le théoréme suivant:

Théoreme: Il existe des u,r,s,t €Q tels que la
transformation T(u,r,s,t) donne des a; entiers, a;€Z

! !
On notera T*(u,r,s,t) qui donne des a; entiers, a; €Z

La transformation admissible représente la méme courbe
elliptique € c'est1'équation E qui change, la
représentation E, E', ... change mais on a toujours la méme
courbe elliptique &.



10.3 VALUATION DANS Q

Soient a€Z* et p un nombre premier, on isole p dans a:

a = pkA, A ne contient pas p

on pose k = vp(a)eN la valuation de a en p
k =vp(a) =0 = pas de p dans a, (a=pla)
ex:a=1728=26.33,b=-117=-32.13
v2(1728)=6, v5(1728)=0
v3(117)=2,v13(117)=1

Soit maintenant xeQ*, on isole p dans x:
p*A A

k—m

pmg- P B

a
b
ou A,B ne contiennent pas p

on pose k-m = vp(x)€Z la valuation de x en p
donc xeQ¥*, vp(x)€Z

ex:x=-1728/117

vs(-1728/117) = 3-2 = 1, v13(-1728/117) = -1

on a les propriétés suivantes:
vp(xy) = Vp(X) + vp(¥)

vp(xty) = inf(vp(x) , vi(y))
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Vp(-x) = vp(X)

par convention on pose vy(0) =+

10.4 LE MODELE MINIMAL,
L'EQUATION MINIMALE

Soit E une équation de la courbe €.
E: y? + aixy + asy = x3 +axx? + asx + a¢ avec a; EZ
et A€Z son discriminant .

On va "isoler" p dans A, c'est-a-dire mettre A sous la
forme:

A =pkD,dans Diln'y a plus de p.
k =vp(A), la valuation de A en p,

Soit T*(u,r,s,t) rappelle que c'est une transformation
admissible 2 coefficients dans Q telle que les a; soient
entiers

T*(E) = E'

E: y? + ajxy + azy = x3 +a,x2+a,x +ag ,a; €EZ

101

Définition : On dit que E est minimale en p si VT*(E)=E'

ona

vp(4) < vp(A7)



102

Autrement dit le vp(A) est minimal.

Définition : On dit que E est minimale, si E est minimale
pour tout p.

Lorsqu'on transforme E par un changement admissible
T*(ur,s,t) acoefficients dans Q, tels que les a; soient
entiers, le discriminant change, le discriminant minimal en
p c'est celui qui a le k minimal dans pk c'est-a-dire le v,(A)
minimal.

Le discriminant minimal Amin est minimal pour tout p.

Autrement dit, le discriminant minimal Anis est celui qui a
un |A| minimal. L'équation correspond a Amin Se nomme
I'équation minimale de E. Bien sur il y a plusieurs
équations minimales mais elles sont toutes liées entre
elles par une transformation admissible avec u=1 ou -1 et
r,s,t dans Z. Et si on impose

aaz €{0,1} et a,€{-1,0,1}

alors I'équation minimale est unique.
Exemple:

A1 =2.3%5.72=39690

A; = -2432.53=-18000

Az =-23.33.73=-74088

Ay =-232=-18
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par exemple A, = -24.32.53 minimal en p = 3 (I'exposant
de 3 est minimal) et I'équation correspond a A; est une
équation minimale en p=3.

Le discriminant minimal An;, est:
|A| minimal = A4 = Apin = -2.32.50.70=-18

On peut dire que parmi les équations (a coefficients dans
1)

E: y* + aixy + asy = x3 +axx? + asX + a¢ avec a; EZ
1.1l y en a une minimale en p (vp(A) minimal)

2.11y en a une minimale Apin (|A| minimal, ou Vp, v,(A)
minimal)

Résumons nous donc:

Une équation minimale en p c'est:

1. Les coefficients a; sont des entiers €Z

2.0n avp(A) £ vp(A'), quand on transforme E en E' par T*
Une équation minimale c'est:

1. Les coefficients a; sont des entiers €Z

2. |A| minimal, v,(A) < vp(A") Vp, quand on transforme E
en E' par T*, = Amin
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Théoréme:

On peut toujours rendre une équation minimale en p, par
un changement admissible.

Démonstration : Si E n'est pas minimale en p, ¢a signifie
que le k dans A = pkD n'est pas minimal, alors on va passer
par la transformation T*(p,r,s,t)

etonauraunA'=A/pl2avec vp(A") < vp(A) donc on
diminue v,(A) comme vp(A) est un entier, on ne peut pas le
diminuer indéfiniment on s'arréte le processus a un
certain moment disons k', donc il existe un minimal k' <k
avec A' = pkD’, L'équation E' correspond a A' c'est
I'équation minimale en p. On a:

k=k' (mod 12)
Théoréme :

Toute courbe elliptique E sur Q possede une équation
minimale.
c'est-a-dire il existe une équation :

E:y? + aixy + asy = x3 +axx? + asx + ag , avec a; €Z
avec Amin (|Amin|=minimal)

Note: Anin|A donc sip|Amin = plA
Démonstration :
ler méthode:

Comme on peut toujours rendre une équation en une
équation minimale en p, il suffit de faire ¢a avec tous les p
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de A (p]A) on obtiendra alors une équation minimale avec
un Amjn .

ex: A =327,532, 718 = A, = 33,58, 76

2éme méthode:

E est donné par une équation de type:

E:y? + aixy + asy = x3 +axx? + asx + ag avec a; €Z

et A sont discriminant

Soit S

S ={|8|, ou 6=discriminant de I'équation de Weierstrass }

I'ensemble S n'est pas vide puisque |A|€S car E est un
model de Weierstrass, c'est un sous ensemble de N non
vide, Sc N et S # @ donc S posséde un plus petit élément
|8] = minimal, que 1'on note Amin = 6 donc I'équation
minimale correspondante.

Il y a bien sir plusieurs équations minimales, mais elles
sont toutes reliées par une transformation T*(u,r,s,t) avec
u=+1,r,st €EZ.

Autrement dit parmi les équation a coefficients entiers
E:y? + aixy + asy = x3 + axx? + asx + ag avec a; €Z
il y en a une minimal Amin (|Amin|=minimal)

Il existe un algorithme de Tate pour trouver une équation
minimale, donc pas de probléme, 'ordinateur le fait pour
nous !
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Le fait que I'équation E admet un modéle minimal, c'est
parce qu'on travaille sur Q, et que Z est intégralement
close sur Q, donc c'est une propriété particuliére de Z, si
on change de corps Q en un autre corps on n'est pas sir
d'avoir un modéle minimal.

Théoréme- :

Soit E une équation a coefficients entiers ai€Z alors
Si p|A et ptcs = I'équation E est minimale en p
Elle est minimale, si c'est vrai pour tout p.
Démonstration :

Si E n'est pas minimale en p, alors il existe une
transformation admissible T* telle que la nouvelle
équation E'=T*(E) vérifie

vp(4) > vp(4")

orona:A=u!2A"d'ou:

vp(4) = vp(ut?A’) = 12vp(u) + vp(4A)

vp(A) - vp(A") =12vp(u) >0

vp(u) >0=u=pkU aveck>0

Or cs=utc's = c4 =p*Uc's = plcs ce qui contredit ptca

Note: 1. Cette condition est une condition suffisante, c'est-
a-dire si on a (p|A et ptcs) alors on peut dire que E est
minimale en p, si on n'a pas (p|A et ptcs) on ne peut rien
dire!
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Vp, (p|A et ptcs) © pged(A,ca)=(4A,c4)=1= E est minimale

2.sivp(A) =0 (il n'y a pas de p dans A) il est claire que E
est minimale en p

Proposition 1 : si [vp(A)<12 ou vp(cs)<4 ou vp(cs)<6] alors
E est minimale en p.

Démonstration :
[) Cas vp(A)<12:
On va montrer que si v,(A)<12 alors E est minimal en p.

Raisonnons par I'absurde: on a vp(A)<12, si E n'est pas
minimal en p, alors il existe une transformation
admissible T*, telle que T*(E)=E' avec

0 <vp(A") <vp(4)

or

ulzA'=A

d'ou

12vp(u) + vp(A") = vp(4)

12vp(u) = vp(4) - vp(A") > 0

(10.4.1)vp(u) > 0
d'autre part

12vp(u) + vp(A') = vp(A) < 12
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vp(u) <1- vp(A")/12
comme 0<vp(A') <vp(A)<12=0<vp(A)/12 < 1

vp(u) <1- vp(A")/12 = vp(u) < 1 comme vp(u) est un
entier donc

vp(u) < 0 contradiction avec (8.4.1) vp(u) > 0

I1) Pour le cas vp(c4)<4, si E n'est pas minimal en p, alors
il existe une transformation admissible T*, telle que
T*(E)=E" avec

vp(A') < vp(4)

qui implique

vp(cs') < vp(ca), en effet

ona

I'=i 2 c3/A =ci3/A = Acy3 = A'cy3

Vp(A)+3vp(cs') = vp(AN)+3vp(c4)

vp(4) - vp(A') = 3vp(ca) - 3vp(ca’)

0 < 3vp(ca) - 3vp(cs)

vp(ca') < vp(cd)

et la démonstration reprend exactement comme pour

vp(cs) <4 comme vy(A) <12
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vp(cs') < vp(cs) comme vp(A') < vp(A)

[1I) Pour le cas vp(ce)<6, si E n'est pas minimal en p, alors
il existe une E' telle que

vp(A') < vp(4)

qui implique

vp(cs') < vp(ce), en effet

Si c4=0 = j=0 = E: y* =x3 + 1 (minimale: Vp, v,(A)<12)
A=-2433, cs= 0, co=-25.33

on suppose donc c4#0, on a

j'=j = 1728c43/(ca3- c62) = 1728c43/(c43- c6?)
(ca3-c6?)/ca® = (Ca®-c6?)/ca®

C62/Ca3 = C62/Ca3 = C62.043 = Co2.C43

2vp(ce') +3vp(ca) =2vp(cs) +3vp(ca')

3vp(c4) - 3vp(ca’) = 2vp(cs) - 2vp(ce')

d'autre part

Acy3 = A'cy3

Vp(A) + 3vp(ca’) = vp(A') + 3vp(ca)

vp(4) - vp(A") = 3vp(ca) - 3vp(ca')

0 <vp(4) - vp(A") =3vp(ca) - 3vp(cs')
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d'ou

0 < 2vp(cs) - 2vp(cs)

Vp(Cs') < Vp(Co)

on continue la démonstration exactement comme pour
vp(cs) < 6 comme vp(A) <12

Vp(Cs') < vp(Cs) comme vp(A") < vp(A)

Proposition 2 : Soit p premier p=5. si (vp(cs)24 et
vp(C6)26) alors E n'est pas minimale en p.

Démonstration :

Soit donc un premier p=5, et vp(cs4)=4 et vp(cs)26. On va
utiliser le modeéle simplifié.

E: y* = x3 +asx +as , a €Z

ou les ¢ sont:

C4 =-2%3 as

Ce =-2533 a5

passons par la transformation T(E)=E'

X = p?x

= 3
{Y - py
E':y? = x3 +a'sx+a's etonalesrelations:

Ay = as/pt
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a' = ae/p°

pL2ZA"'=A

Voyons:

Vp(cs) = vp(-24.3) + vp(as) comme p=5, vp(-24.3)=0

vp(cs) = vp(as) 24 ce qui montre a's = as/p* est un entier
(on peut simplifier par p*)

de méme
Vp(Cs) = vp(-25.33) + vp(ae) comme p=5, vp(-25.33)=0

vp(cs) = vp(as) =6 ce qui montre a's = ag/p° est un entier
(on peut simplifier par p¢)

vp(p12A") = 12vp(p) + vp(A") = vp(4)
12 + vp(A") =vp(4)
vp(A') < vp(4)

lesa's, a's sont des entiers et vp(A') < vp(A) cela prouve
que E n'est pas minimale en p.

Note : 1. On démontre que la proposition 2 reste encore
vraie pour p=2, 3.

2. 11 suffit d'avoir deux inégalités et on aura forcement la
troisiéme, par ex si on a (v,(A)212 et vp(cs)=4) alors on
aura forcement vp(cs)26, en effet grace a la relation

1728A = c43-cs2etp25ona:



Vp(Ce2) = vp(cad -26.33 A)

2vp(ce) 2 inf(3vp(ca ), vp(26.33 A))

soit

2vp(cs) =2 3vp(ca )23.4 = 2vp(ce) 212 = vp(ce) 26
soit

2vp(ce) 2 vp(26.33 A)=vp(A) car vp(26.33)=0, (p=5)
2vp(cs) 2 vp(A) 212 = vp(cs) 2 6

autrement dit :

(vp(A)=12 et vy(ca)24) = vp(ce)26.

Le méme raisonnement s'applique pour
(vp(A)=12 et vp(cs)26) = vp(ca)24

(vp(ca)=4 et vp(ce)26) = vp(A)212

Exemples de courbes elliptiques:

1) y24xy+y = x3+x%+ 22x -9 (minimal: Vp, vp(cs)<4)

A=-21552 ¢4=-5.211,c6= 5.13.239

2) y2+y =x3-x + 1(minimal: Vp, v,(A)<12)
A=-1347, ca= 2%3,¢c6= -23335

3) y2=x3+ 3 (minimal: Vp, v,(A)<12)

A=-2435 c4= 0,c6= -253%

112
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4) y2=x3+16
A=-21233 ¢4 = 0,c6 = -2933

ona (v2(A)=12212 et vz(c4)=+0024 et v3(cs)=926) donc E
n'est pas minimale en 2, Une autre fagon de voir que E
n'est pas minimale en 2, c'est faire un changement de
variables admissibles et voir si l'équation obtenue E' est
entiers et vz(A") < v2(A)

on change les variables ainsi (c'est du feeling !!) :
x—22x

y—>23y+22

(23y+22)2 = (22x)3+ 16

26y2 +26y + 16 = 26x3+ 16

E':y2 +y = x3 coefficients entiers

et 22A'=A=-212333 A'=-33

v2(A")=0 < vz(A)=12

Donc E n'est pas minimale en p=2.

5) y2 + xy = x3 + x%2 - 19x + 685 (minimal: Vp, vp(cs)<4)
A=-216.3513, c4 = 937, ce= 5.23.41.127

6) y2 = x3 + 6xX -7 (minimal: ¥p, v,(A)<12)

A=-2437, c4= -25.3%, ce=25.337
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7) y2 = x3 + x*+ 8x + 16 (non minimal)

A=-21313, c4 = -24.23, c6=-26.181

10.5 POINTS SINGULIERS

Revenons a notre courbe &, avec le modele 2:

E: y? = x3 +ax?+asx +as , ai €Z
on pose:

g(x) = x3 + axx? + asx + a

f(x,y) = y* - g(x)

E:y*=g(x)
E: f(x,y)=0

un point (a, b) singulier est solution du systéme:
( f@b)=0

or
4&(3' )_

Lg(a b)=0
ay =

c'est-a-dire:

b? = g(a)
g'(@=0
2b=0

autrement dit tout se passe par les racines de g(x) = 0, Soit
A(a,0) le point singulier, on a 3 cas possibles :

1. a=racine triple = une tangente, pente=0

2. a=racine double = 2 tangentes distinctes, pentes dans

Q
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3. a=racine double = 2 tangentes distinctes, pentes dans

Q
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10.6 PROPRIETES DE F(X,Y)=0

fixy)=0

S'il n'y a pas de terme constant et du ler degré, alors (0,0)
est un point singulier de E. Soit fi(x,y) 'ensemble des
termes de plus bas degré k, alors

k =1'ordre de (0,0)

fk(x,y) = 0 donne les tangentes passant par (0,0)

Exemple:

x3-y%-xy=0

(0,0) est un point singulier (il n'y a pas de terme constant
et du ler degré)

f2(x,y) =y?+xy = (0,0) est d'ordre 2

y? + xy = 0 donne les équations des tangentes en (0,0)
y(x+y)=0

deux tangentes distinctes , pentes dans Q

y=0

y=-X

Exemple:

x3-y?-xy +x*=0

(0,0) est un point singulier (il n'y a pas de terme constant
et du ler degré)

y? +xy - x* = x3
f2(xy) = y*+xy-x*= (0,0) estd'ordre 2
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y? + Xy - x* = 0 donne les équations des tangentes en (0,0)

2
X2 X0 2
(y+2) 7 X 0

Xy2 _5.2_
(y+2) 4X—O

v+ 250 v+ 2Ex=0

deux tangentes distinctes, pentes dans Q

V5-1
y=Tx

10.7 REDUCTION MODULO P

Au lieu de chercher les solutions de E dans Q, on va les
chercher dans F,=Z/pZ , donc soit p un nombre premier
donné, la réduction de E modulo p, c'est 1a courbe E, dont
on fait modulo p les coefficients a; .

E: y® + aixy + asy = x3 +axx? + asX + ag avec a; €Z

Ep: y? + mixy + may = X3 + mzXx? + msX + me avec m; €F,
avec a;=m; (mod p) ; m;eF,

on pose

E = E, (mod p) ; modulo p = on travaille dans F,

A=A, (mod p)
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C4 = C4,p (mod p)

Ex:

E: y? = x3-13x*+7

Es: y* = x3-3x*+ 2 (mod 5)
Es: y? = x3-x*+ 1 (mod 3)

Le probleme est que lorsqu'on fait la réduction modulo p,
il peut arriver que E, séche d'étre elliptique !! c'est-a-dire
la courbe modulo E; peut avoir de points singuliers dans
]Fp .

10.8 BONNE, MAUVAISE
REDUCTION EN P

Définition : Bonne, mauvaise réduction en p
siptA & A, # 0 © E, elliptique & p=bonne réduction.

sip|A © Ay =0 © Ep non-elliptique & p=mauvaise
réduction.

Lorsqu'on a une mauvaise réduction, on a deux types de
mauvaise réduction:

si c'est un point double (deux tangentes distinctes) on dit
que c'est une mauvaise réduction multiplicative (pfc4) .

si c'est un point rebroussement (une tangente) on dit que
c'est une mauvaise réduction additive (p|c4) .
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Voyons sur un ex:
E:y? =x3+5
Es: y? = x3 (mod 5)

Cette courbe Es a un point singulier en (0,0) dans Fs (avec
une tangente), c'est donc une mauvaise réduction additive
en p=5en fait A =-2433.5% c,=0,c6=-25335 ona23,5
divise A et divise cs donc des mauvaises réductions
additive en 2,3,5

pour p =2,

E2: y? = x3+ 1 (mod 2)
y?-1 = x3(mod 2)
y?+1 = x3(mod 2)

(y + 1)* = x3 (mod 2), car dans F; on a: (x+y)? = x* + y?
on pose

y+l=u

u? = x3 (mod 2)

une tangente — additive
pour p=3,

E3: y? = x3+ 2 (mod 3)
y? = x3 + 23 (mod 3)

y? = (x +2)3 (mod 3), car dans Fs on a: (x+y)3=x3 +y3
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on pose
X+2=vV

y? =v3 (mod 3)

une tangente — additive

Un autre exemple:
E: y*=x3-625x, A=26512, ¢, =243.54,¢6=0

Es:y? =x3 (mod 5)

On croit que c'est une mauvaise réduction en p=5 mais en
réalité 5 n'est pas une mauvaise réduction !! en effet si on
fait un changement de variables admissibles par T

X = 5%x

y = 5%

on trouve

y?=x3-x

A=26,c4=2%3

et qui a une bonne réduction en p=5 !

Pourquoi cette anomalie ?? c'est parce qu'on n' a pas pris
I'équation minimale de E avant de faire la réduction !
I'équation y* = x3 - 625x n'est pas minimale en 5

car (vs(A)=12212 et vs(cs)=424 et vs(ce)=+0026)

elle ne donne pas toutes les vraies mauvaises réductions .

E:y2=x3+16

A=-21233 ¢c4= 0,c6 = -2933
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ona (v2(A)=12212 et vz(c4)=+0024 et v(cs)=926) donc E
n'est pas minimale en 2, la réduction en 2 ne donne pas de
vraie mauvaise réduction

On fait un changement de variables

{ 'x’ = 4x

y =8y+4

L'équation devient

yHy =x3

A=-33 c4= 0,c6= -2333
p=2 est une bonne réduction.

Pour dire que c'est une mauvaise réduction (resp. en p) il
faut étre siir que I'équation est minimale (resp. en p).

Théoreme :

On démontre que seules les équations minimales de E
donnent les vraies mauvaises réductions.

Démonstration : On passe d'une équation minimale E a
une autre minimale E' par la transformation T avec u=1,-1
etr,s,t €Z donc

|A'] = [ui2]| |Amin| = |A'] = |Amin| donc les diviseurs
premiers p de Amin donnent de vraie mauvaise réduction
(il n'y a pas de faux diviseur)

Donc seul le discriminant minimal, donne les vraies
mauvaises réductions, c'est-a-dire seuls les diviseurs
premiers p de Amin Sont des vraies mauvaises réductions
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Remarque: On peut montrer (en exercice) que si on prend
1'équation y? = g(x) pour représenter E , alors y* = g(x)
donne toujours une mauvaise réduction en p=2 !l!

10.9 SEMI-STABLE

Définition semi-stable : On dit qu'une courbe elliptique E
est semi-stable en p (premier) si p est une bonne
réduction ou bien une mauvaise réduction multiplicative
(deux tangentes distingues).

Une courbe semi-stable, elle est semi-stable pour tout p.
Donc semi-stable signifie elle a des bonnes réductions ou
des mauvaises réductions multiplicatives .

10.10 LA FONCTION L(S) ET
CONDUCTEUR N

E est donné par
E: y?+aixy +asy = x3 +ax?+asx +ag , ai€Z
modele minimal (A = Anin, |Amin|=minimal)

On définit le conducteur N de E, c'est le produit de tous les
mauvaises réductions (ce sont des vraies mauvaises
réductions car ici on a un model minimal)

- I

p=mauvaise
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K = {= 1 mauvaise réduction muplicative (2 tangentes)
| = 2 mauvaise réduction additive (1 tangente)

En terme de "divise" .

déf
E semi-stable en p & p?N

¢a signifie:

{Soit ptN e (p,N) =1 & pbonne réduction
Soit p|N exactement (p = sans puissance)

semi-stable & semi-stable pour tout p & N sans facteurs
carrés.

Une courbe semi-stable son conducteur N n'a pas de
facteurs carrés, semi-stable en p signifie :

p|N et p?t N (dans la décomposition de N, il n'y a pas de
puissance pour p)

Remarque : A dépend de I'équation utilisée tandis que Amin
est propre a la courbe elliptique € comme le conducteur N.
N est le produit des nombres premiers dans A.

Exemples de courbes semi-stable:

1) y?+y=x3+x*-102x-111
A =60045533,N=60045533

2)y?+xy=x3+1078x + 134436
A =21231032569, N = 2.3.32569

3) y2 + xy = X - 844x - 9485
A=189670477,N = 189670477
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Voici un site qui vous fournit des courbes elliptiques
quand on lui donne le conducteur N ou le discriminant A
https://www.Imfdb.org/EllipticCurve/Q/

Soient:

E=E, (mod p) , E, =1a courbe E modulo p (les
coefficients aj modulo p)

#E, = le nombre de solutions (y compris le point infini 6)
de E, dans F,

On pose:
a si ptN (p=bonne réduction)

a si p|N (p=mauvaise réduction)

1 réduction multiplicative (2 pentes dans Q)
—1 réduction multiplicative (2 pentes non dans Q)

0 réduction additive
. {

On définit la fonction de Hasse-Weil L(s) par:

-] [t e
) 1—a p‘5+p1 —2s 1—a,p~® >

ptN

Note: Ona |ap| < 2\/5 (th Hasse-Weil) = L(s) converge
pour Re(s) > 3/2, en fait on démontre que L(s) se prolonge
en une fonction holomorphe dans tout C.

En développant L(s), on a une série L nommée la série de
Dirichlet (la série "en s", s=parameétre) :
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an
L=
n=>1
Remarque : Dans la fonction L(s) les indices de aj, sont

définis pour les nombres premiers p, tandis que dans la
série L les indices de a, sont définis pout tout entier n>1.
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10.11 LA COURBE € MODULAIRE

Définition £ modulaire :
Soit £ une courbe elliptique de conducteur N, et soit
-3%
nS
n=>1

la série L de &.

€ est donné par I'équation E, on dit que £ ou E est
modulaire (de niveau N, de poids 2), s'il existe une forme
non-nulle FES;(N)

F= anq“ by =1
n>1

telle que

an = by pour tout n

On écrit symboliquement

L = F, les coefficients de la série L et de la série F sont
égaux.

E modulaire signifie qu'on peut "retrouver" les #E, de E a
partir des coefficients de F: by = p+1-#E, pour ptN
(p=bonne réduction, qui sont en nombre infini) .
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11 THEOREME DE WILES

Théoréme de Wiles (1994): Toute courbe elliptique E sur
Q, semi-stable est modulaire.

Il n'est pas question de donner la démonstration ici, Wiles
a mis 8 ans pour la trouver et la démonstration fait 127
pages !!

Exemples :

a Soit E la courbe elliptique
1)E:y2+y=x3-x2

A=-11, c4= 24, c6=-23.19

On peut voir que E est semi-stable et de conducteur N=11
(N=rad(A)=les nombres premiers dans la décomposition
de A)

En effet:

vp(ce) < 6 Vp = E est minimale = A=Ann

Vp, (4, c4) =1 = réduction multiplicative

Donc E est semi-stable, N=rad(A)=11

et on trouve que sa forme modulaire F associée est:

F= qn(l —qM)?(1 - g''")?

n=>1
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=q-2q%- @3+2q* + @5 +2q° - 2q7- 292 - 2q10 +q!1 - 2q12 + ...

=2bnqn

FeS,(11)

pour p=3

E3(FF3) ={6, (0,0), (0,1), (1,0), (1,1)} les solutions dans [F3
#E3=5

bz=-1=3+1-5

on a bien b, = p+1-#E, pour tout pt11

a Soit E la courbe elliptique

2)E:y2+y=x3-x

A =37, cy=2%3,ce=-23.33

On voit que E est semi-stable et de conducteur N=37
(N=rad(A)=les nombres premiers dans la décomposition
de A)

En effet:

vp(cs) < 6 Vp = E est minimale = A=Ani,
Vp, (4, c4) =1 = réduction multiplicative
Donc E est semi-stable, N=rad(A)=37

et on trouve que sa forme modulaire F associée est:
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F:q-ZqZ- 3q3 +2q4 _2q5 + 6q6_q7+ 6q9+4q10_5q11 + ..

= 2 b, q"
FESZ(37)
pour p=3

E3(FF3) ={06, (0,0), (0,2), (1,0), (1,2), (2,0), (2,2)} les
solutions dans [F3

#E3=7

bz =-3=3+1-7

on a bien b, = p+1-#E, pour tout pt37

Exemples de courbes modulaires:
Dy*+xy+y=x3+4x +20
A=-2.3611%,c4=-5.43,c6=-13.1321, N =rad(A) =2.3.11

F:q_q2 +q3 +q4_q6+2q7-q8+ q9_q11+q12_4q13+"_

2)y?+xy =x3+x%-1299x + 17325

A=28310132 ¢,=72.19.67, c6= -5.23.269.499,
N=rad(A)=2.3.13

F=q-q%-q3+q*+2q5+ q°+4q7- g8+ q2-2q10- 4q1! -

ql2+ql3 +...
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Déja en 1955 Taniyama a remarqué que pour certaines
courbes elliptiques E on trouve leur forme modulaire
associée F. Puis confirmé par Shimura, mais il y avait trés
peu de courbes elliptiques connues, ils émettaient alors
une conjecture assez vague puis reformulée et mis en
forme par Weil, on nomme maintenant la conjecture de
Taniyama-Shimura-Weil (TSW)

Conjecture TSW : Toute courbe elliptique sur Q est
modulaire.

¢a signifie:

Soit E une courbe elliptique sur Q de conducteur N,

de série L
al’l
L - Z ns
nS

n>1

alors il existe une forme modulaire FeS;(N)

F= anq“ by =1
n=>1

telle que

an=b, Vn

en particulier
b, = p+1-#E, pour tout ptN

ce qui est important c'est qu'on récupere #E, , les bonnes
réductions (ptN) qui sont en nombre infini. Ce n'est pas
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importante pour les mauvaises réductions caril n'y a
qu'un nombre fini.

En 1994 Wiles a démontré la conjecture TSW pour une
famille de courbes elliptiques: les courbes semi-stable.

En 1996 F. Diamond a montré que les courbes elliptiques
sur Q semi-stable en 3 et en 5 sont modulaires.

Puis en 1999 un groupe de 4 mathématiciens : Brian
Conrad, Fred Diamond, Richard Taylor et Christophe
Breuil a complétement démontré la conjecture TSW c'est-
a-dire pour tous les courbes elliptiques sur @, ils
démontrent d'abord pour N ne comporte pas 32 et 5, puis
N ne comporte pas 33 et finalement pour N quelconque.

La conjecture TSW devient maintenant un théoréme
nommé le théoréme de modularité (1999).
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12 REPRESENTATION
GALOISIENNE

12.1 LOI DE GROUPE SUR E(Q)

On pose:
E(x,y)=y® + aixy + asy - (X3 +azx? + auX + ag) , a; EZ
E:§(x,y)=0

Rappel :

*E(Q) = {P=(xy)EQ? / §(xy) = 0} U {6}

les points rationnels de E (a coordonnées rationnels), par
convention le point O est un point rationnel

*E(C) = {P=(xy)eC* / §(xy) = 0} U {6}

les points complexe de E (a coordonnées complexes)
*E(Q) = {P=(xy)eQ? / §(xy) = 0} U {6}

les points de E (a coordonnées algébriques).

On peut définir une loi de groupe sur E: (E(Q),+)



133

Définition la loi + géométriquement:

On se donne un point de E, pour nous on va prendre 0, qui
va jouer le role d'élément neutre de (E(Q),+).

=\

(N
_

Une courbe elliptique
Regle:
La somme de deux points P+Q
cas P#Q

1. Former la droite (PQ), qui coupe E en N: (PQ)NE=N

2. Former la droite (N@) c'est la perpendiculaire a Ox
passant par N, (N®) coupe E en R, (NO)NE=R, par
définition R=P+Q
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2%,

p m‘//7

|
1 1 -~

R=P+Q

P+Q=R
cas P=Q

1. Former la tangente en P, qui coupe E en N:
tg(P)NE=N

2. Former la droite (N@) c'est la perpendiculaire a Ox
passant par N, (NO) coupe E en R, (N®)NE=R, par
définition R=P+P =2P



=\

-
N

izp

P+P=2P
Calculer -P

-P = c'est le symétrique de P, par rapport a I'axe Ox

135
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x\

B
e

o1

-P

Note : Les droites verticales représentent 0, ce sont les
seules qui rencontrent ©.

Définition la loi + algébriquement

E est donné par I'équation:

E: y? + aixy + asy = x3 +axx? + asx + ag , avec a; €Z
et la somme de deux points P1+P, est définie par:

P1+P2=P3



avec Pi=(xi,yi) ou i=1,2,3
o cas X1 ¥ X2
a=(y2-y1)/(x2-x1)

b= (yixz - y2x1)/(x2- x1)

o cas X1 = X2

(12.1.1) a = (3x12 + 2azx1 + a4 - a1y1)/(2y1 +a1 X1 +as)
b = (-x13 +asx1 + 226 - a3y1)/(2y1 +a1 x1 +a3)

X3 =a2 +aja-az-x1-X2

y3 =-(a +a1)xz-b -a3

a-P = (x,-y-aix-as) ouP=(xy)

On peut vérifier que (E(Q),+) forme un groupe abélien
dont I'élément neutre est O et le (E(Q),+) est un sous

groupe de (E(Q)+)
12.2 POINTS DE TORSION

Vers I'année 1922 Mordell démontrait le théoréme
suivant:

Théoréme Mordell-Weil (1922-1937) :
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Le groupe (E(Q),+) des points rationnels est abélien et de

type fini, plus précisément il est de la forme:
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E(Q) =T(Q) x Z" ou r=entier naturel, le rang de E.

Autrement dit, soient w1, wy, ..., wr les points rationnels
bases, on a

VPEE(Q)

r
P = U+Zakwk
k=1

ou UET(Q)

T(Q) est un groupe abélien fini, nommeé le groupe de
torsion de E

Les éléments de T(Q) sont d'ordres finis, les éléments de
Z'sont d'ordres infinis.

On note

E[n] =E[n](Q) ={P€E(Q)/P+P + -+ P=nP =0}

n fois

les points n-torsion, c'est aussi l'ensemble des points
d'ordre d|n.

Un point de torsion est donc

T(Q) ={P€E(Q), IneN’/ P+P + -+ P =nP = 0}

n fois

(@ = | J Bl

n=>1
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En 1937 Weil généralisait ce théoreme pour les corps de
nombres K=Q(0) ou 6=un nombre algébrique.

(12.2.1) Théoréme de Mazur (1977) :
Le groupe de torsion T(Q) est 1'un des groupes suivants :

T( )_{Z/nZ , 1<n<10oun=12
@ = Z/27 xZ/2nZ 1 <n<4

On voit donc 'ordre de T(Q) est
#T(Q)<16

Les point de 2-torsion
Supposons que P% 6

P+P = 2P = © = (o0,0)

ceci implique que

2y +ai X +az = 0 d'apres (12.1.1)
Sil'équation de E est donnée par
E: y?=f(x)=x3+ax*+bx+c

et f(x) n'a pas de racines multiples (E elliptique).
f(x) = (x - e1)(x - e2)(x - e3)

Les points d'ordre 2 sont les trois racines de f(x) dans Q,
avec O ils forment un groupe abélien.

{0, (e1,0), (e2,0), (e3,0)}
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Les points 2-torsion (les points rationnels d'ordre 2) sont
des racines dans Q de f(x), si f(x) a 3 racines dans Q on
aura donc 4 points d'ordre 2 avec O:

{9; (61,0), (92,0), (63,0)}
0 est un point rationnel (par définition) et d'ordre 2.

Note : on dit parfois les points de n-division pour les
points de n-torsion.

12.3 REPRESENTATION ATTACHEE

On se donne un nombre premier p=5 fixé .
0c:Q—Q, o=automorphismes de Q laissant fixe Q.

Gal(@/@) = c'est 'ensemble des automorphismes de Q qui
laissent fixe Q.

Q = les nombres algébriques = la cléture algébrique de Q
(dans C) = ou se trouvent toutes les racines de PEQ[X].

E[u] = E[u](Q) = {PEE(Q) /P +P+ -+ P = uP = 6}
u fois

E[u] < E(Q)
E[u] = Fy-esv



141

Alors on peut associer une représentation p, de Gal(Q/Q)
dans Aut(E[u]) ainsi :

pu: Gal(Q/Q) - Aut(E[u])

On va donc étudier les propriétés de p,, mais avant on va
se rappeler brievement comment on a obtenu p,

Soient donc

0€Gal(Q/Q), et P=(x,y)EE = o+P=P'=(0(x),06(y))€E en
effet comme o(ai)=a;

I'équation:

E: YZ + a1Xy + agy = X3 +axx?+asx+ae ,aveca€Q
devient:

E: y'? + aix'y' + agy' = x'3 + ax'2 + aux' + a6 , avec a,€Q
ce qui montre bien que P'=(x",y")€E donc on a:

o+P=P' ca signifie que Gal(Q/Q) agit sur E. Le passage de
P a P' assure par des fonctions f de E, plus précisément par
des automorphismes fde E

Gal(Q/Q)XxE - E
(o0,P) = oeP=P"
d'ou

Gal(Q/Q) - Aut(E)
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o-fs

En passant par la restriction

pu: Gal(Q/Q) > Aut(E[u])
a b\ abcdE€F
Aut(E[p]) = GL2(F,) = {( d)’ ad—cb # Ou}

o = f; (=c'est simplement une matrice)

Pu: 0 — (c d) ,a,b,c,d€F etad—cb #0

pu(o) = (i 2) oua,b,c,d€F,etad—cb # 0

pu : Gal(Q/Q) — Aut(E[y])
0— pu(0) =fo

gz

fo:

E[pu] — E[y]
P — f,(P) = P'= osP
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On a donc une représentation de Gal(Q/Q) dans Aut(E[p])

cad on prolonge Gal(Q/Q) dans Aut(E[u]),
Im(p,)cAut(E[p]) , mais pour simplifier le vocabulaire, on
dira simplement que p, est la représentation attachée a
E[u] ou provenant de E[u], ou fournie par E[u].

Rappel:
Frob,: Q—Q
x— Frob,(x) = x¢, le Frobenius de Q en p.

f,: E(Q) — E(Q), P=(xy), P'=(x"y")

P—f,(P)=P

(xy) — fp(xy) = (x0,y?) , le Frobenius de E en p.
fo: E[u] — E[u], P=(xy), P'=(xy’)

(xy)— f(xy) = (xP,y?) , la restriction de f, sur E[p].

Soit un ptuN, alors on a:

pu(Frob,) = a Bp) . (% BpVp. Sy EF,
' ’ Vo 8" ’ (xp‘sp_Ypo?ﬁO

Trace = ap+6p
Déterminant = a,0p - YpPBp
On pose t, = Trace(pu(Froby)) pour tout ptuN

Remarque : Le couple (p,tp) ressemble beaucoup au
couple (L,ap)
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tp = Trace(pu(Froby)) pour tout ptuN

ap = p+1-#E, pour tout ptN

(12.3.1) Théoréme :
Pour tout pfuN on a:

tp = p+1-#E, (mod p)

12.4 LA REPRESENTATION P, EST
FINIE EN P

Définition : Si vp(Amin) =0 (mod p)

On dit que p, est finie en p.

12.5 LA REPRESENTATION P,
MODULAIRE

Définition: p, modulaire.

On dit que p, est modulaire de niveau N, s'il existe une
forme non-nulle FES,(N)

F= z b,q" ; (rappel:b; = 1)

n>1

telle que :



pour tout p+uN on ait : t, = b, (mod p) .

On écrira symboliquement
pu=F (mod p)
exemples :

1) p. modulaire de niveau N:

pu=5, N=2.3.11

p 2 3 5 7 11 |13 |17
tp 0 -1 2 14 | -1 7 -4
by 0 1 -3 9 -1 -13 | 6
t7 = b7 (mod 5), 7tuN

ti3 = b1z (mod 5), 134uN

2) py modulaire de niveau N:

pu=5, N=2.3.13

p 2 3 5 7 11 (13 |17
tp -1 1 -3 -1 6 1 -3
b, -1 -1 2 4 -4 1 2

t7 =b7 (mod 5) , 7+uN
ti1 = b11 (mod 5), 114uN

Remarque importante: il y a une différence entre la
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définition de "E modulaire" et de "p, modulaire" . En effet
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dans "E modulaire” les coefficients a, de L et les
coefficients b, de F sont identiques pour tout n, alors que
dans "p, modulaire" les coefficients t, de p, et les
coefficients by de F ne sont définis que pour p=premier et
ptuN, de plus ce sont des "restes" de t;, et b, qui sont
identiques !, mais ce qui est important c'est que les pfuN
sont en nombre infini.

Il y a une analogie entre le couple (L, ap) et le coupe (p,, tp)
1) E - #E, - L, a,=p+1-#E; quand p{N

2) E - E[u] = pyu, tp=Trace(pu(Froby)) quand ptuN
ce qui lie entre L et p, quand p#p et ptN est:
ap,=p+1-#E, quand ptpN

ap,=p+1-#E; (mod p) quand ptuN

tp=p+1-#E; (mod p) quand ptuN

d'ou

ap=t, (mod p) quand ptpN

(12.5.1) Théoréme :

Si E est modulaire alors p, est modulaire.
Démonstration :

E modulaire = il existe une forme non-nulle FeS;(N)
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F= anq“

n=1
telle que:
an= by pour tout n
donc en particulier n=p avec p{uN
V ptuN, ap = by
ou encore, en passant par le modulo
V ptuN, a, = by (mod p)
Mais,
V ptuN, t, =p +1-#E; (mod p) ;théoreme (12.3.1)
et
V ptpN, ap = p+1-#E;
V ptuN, ap = p+1-#E; (mod p)
d'ou
V ptuN, t, =ap (mod p)
et
V ptuN, t, = b, (mod p)

C'est bien la définition de p, modulaire.



Note : Le théoréme (12.3.1) est un résultat vraiment
merveilleux car il lie t, et a, quand p4puN.

tp, =p +1-#E; (mod ), quand ptuN

12.6 REPRESENTATION Pp
IRREDUCTIBLE

Soient E une courbe elliptique sur Q et u premier =5.

Soit p, la représentation définie par :

pu: Gal(Q/Q) - Aut(E[u])

Définition : On dit que p, est irréductible si on a:

Im(p,) = Aut(E[u])

On démontre alors le théoréme suivant:

(12.6.1) Théoréme :

Soient E une courbe elliptique sur @Q, semi-stable et
| premier >5.

Alors on al'une des 3 situations suivantes :

1) Im(p,) = Aut(E[u])

2) E contient un point rationnel d'ordre p.

3) E' contient un point rationnel d'ordre p ou

E' une courbe isomorphe a E (une p-isogénie de E).
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12.7 THEOREME DE MAZUR

(12.7.1) Théoreme de Mazur :

pu: Gal(Q/Q) — Aut(E[u]) = GLa(F,)

Si p=11 et E semi-stable = p, estirréductible.

(12.7.2) Théoréme de Mazur :

Siu=5, E semi-stable et E contient 3 points rationnels
d'ordre 2 = p, estirréductible.

Remarque : Il y a plusieurs fagons de dire la condition : "E
contient 3 points rationnels d'ordre 2":

(i) — Tous les points d'ordre 2 sont rationnels.
(ii) — Si E est donnée par : y* = f(x)

alors f(x) a 3 racines rationnels.

(iii) — pz est triviale = Im(pz) = {id} .
Démonstration :

Supposons que p, est réductible, cad Im(p,) # Aut(E[u]) .
Alors d'apreés le théoréme (12.6.1) on a:

(i) Soit E contient un point rationnel d'ordre p.
(ii) Soit E' contient un point rationnel d'ordre p.

Cas (i) : E contient déja 3 points rationnels d'ordre 2 : Ry,
Rz, R3 et avecle point @ on a 4 points rationnels d'ordre 2,
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Soit P le point rationnel d'ordre , le groupe engendré par
P : <P> posséde p points rationnels d'ordre fini.

Avecles 4 points Ry, Rz, Rz, 0 on forme avec les p points de
<P> ¢a donne 4 points rationnels d'ordre fini et :

4p < #T(Q) (les points de torsion de E)

comme 5<pu

20<4p < #T(Q) <16

Ce qui contredit le théoreme de Mazur (12.2.1)

Pour le cas (ii) c'est E' qui contredit le théoréme de Mazur
(12.2.1)

Donc p, est irréductible.
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13 UN THEOREME

13.1 THEOREME DE RIBET

Soient E une courbe elliptique semi-stable et p, la
représentation définie par :

pu: Gal(Q/Q) = Aut(E[u]), u premier >5

On suppose que p, est : irréductible, modulaire de niveau
N (rappel: N sans facteurs carrés < E semi-stable).

Soitun q|N et p, finie en q.

Serre s'est posé la question suivante : Peut-on baisser le
niveau N au niveau N/q ? si oui dans quelles conditions ?

Peu de temps aprés, Mazur montre qu' on peut baisser le
niveau N au niveau N/q si q n'est pas de la forme (hpu+1),
h=entier

condition-a: q # 1 (mod p)
Plus tard Ribet montre ceci (un gros morceau) :

Si N ne contient pas p cad utN < (u,N)=1, alors on peut
passer de niveau N a niveau N/q.

condition-b : ufN

Si on combine ces deux conditions on arrive a ce qu'on
appelle le théoreme de Ribet. En effet :
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On commence par débarrasser de . :
— Si N contient p (& p|N), on utilise la condition-a:

en effet comme p#1 (mod ) on passe doncde Na N/u, on
supprime p dans N en fait.

— Si N ne contient pas p (©uN<(y,N)=1), on utilise la
condition-b :

on passe directement de N a N/q, on supprime q dans N.

Théoréme de Ribet (1986):

Soient E une courbe elliptique semi-stable et p, la
représentation définie par :

pu: Gal(Q/Q) - Aut(E[u]) , p premier =5

On suppose que p, est : irréductible, modulaire de niveau
N (rappel: N sans facteurs carrés < E semi-stable).

Soit un q|N.
Si py est finie en g, alors p, est modulaire de niveau N/q .

En gros ¢a veut dire qu'on peut supprimer tous les q dans
N quand dans Ami, on a gk

min —

N=-q.. .
{A .o = on suprime q dans N

Autre fois le théoréme de Ribet s'appelait la conjecture-
epsilon.
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Exemple:
DE:y*+xy=x3+x*-19x + 685
A =-2163513

¢4 =937

c6=-5.23.41.127

E est minimale car Vp, vp(cs)<4
donc A = Apin

d'autre par Vp, (4,c4)=1 donc E admet soit de bonnes
réductions soit de mauvaises réductions multiplicatibles.
La courbe E est donc semi-stable, et son conducteur vaut:
N =rad(Amin) = 2.3.13

on prend p=5.

E est modulaire de niveau N donc p, aussi modulaire de
niveau N (théoréme (12.5.1)) et on montre que p, est
irréductible . On voit que p, finie en 3|N (dans A la
puissance de 3 est 5=1x5) donc p, modulaire de niveau
N/3=2.13

2)E:y?+xy=x* - 10055x - 390309
A=-2.32.1110

cq = 482641

C6 = 5.17.19.139.1499

E est minimale car Vp, vp(ca)<4
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donc A = Anin

d'autre par Vp, (A,c4)=1 donc E admet soit de bonnes
réductions soit de mauvaises réductions multiplicatibles.

La courbe E est donc semi-stable, et son conducteur vaut:
N =rad(Amin) = 2.3.11
on prend p=5.

E est modulaire de niveau N donc p, aussi modulaire de
niveau N (théoréme(12.5.1)) et on montre que p, est
irréductible . On voit que p, finie en 11|N (dans A la
puissance de 11 est 10=2x5) donc p, modulaire de niveau
N/11=2.3

13.2 LES COURBES DE
HELLEGOUARCH-FREY Ep

Un exemple de courbe elliptique semi-stable.

On se donne trois nombres entiers A, B, C non-nuls
(ABC#0) et premiers entre eux ((A,B,C)=1)!tels que:

A+B=C
A= —1(mod 4)
B = 0 (mod 32)

I Premier entre eux < premier entre eux 2a2 voir (3.1.1)
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et on pose

Eap: y*=x(x-A)(x +B); (non minimale)

Eap: y?=x3+(B-A)x?-ABx

on appelle courbe de Hellegouarch-Frey.

ona:

A = 24(ABC)?

¢4 = 24(-AB+AC+B()

Eap estelliptique car A # 0.

On voit que Exg n'est pas minimale en 2, car 2|A et 2|c4
Voyons si ce model est minimal en tout p#2.

Soit p#2 et p|A = p|ABC comme p est premier le lemme
d'Euler dit que p divise 1'un des termes du produit, par ex
plA

ona
cs = 24(-AB+AC+BC)
¢4 =BC (mod p)

¢4 = B(A+B) (mod p)
cs = B% (mod p)
mais

B?# 0 (mod p) car B # 0 (mod p) car (A,B)=1 donc
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¢4 # 0 (mod p) cad ptcs

donc le model E4 g est minimal pour tout p#2

Cherchons maintenant les mauvaises réductions pour p#2
p#2 et mauvaise réduction = p|A = p|ABC = p|A par ex.
Eap: y?=x3+(B-A)x?-ABx

Eapp: y*=x3+ Bx* (mod p)

y?-Bx?=x3 (mod p)

Les équations des tangentes en (0,0) sont:

y?-Bx?*=0 (mod p)

Soit w une racine de B dans Fp (une cléture algébrique de

F, ou se trouvent toutes les racines de PEF,[X]), wEFp et
w?=8B

y?-w’*=0 (mod p)

(v - wx)(y + wx) =0 (mod p)
y=wx (mod p)

y =- wx (mod p)

deux tangentes distinctes (dans Fp) donc c'est une
mauvaise réduction multiplicative pour p#2 .

Cherchons un model minimal pour p=2, pour ¢a on fait un
changement de variables:
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{ X — 4x
y = 8y + 4x

Eap: y?=x3+(B-A)x?-ABx

devient

E'ap: (8y+4x)% = (4x)3+(B - A)(4x)? - 4ABx
(8y+4x)? = 43x3 +42(B - A)x? - 4ABx
82y2+42x2+8%xy = 43x3 +4%(B - A)x* - 4ABx
26y?+26xy = 26x3 +24(B - A)x* - 22ABX - 24x*
y2+xy = x3+22(B - A)x?* - 2-4ABx - 2-2x*
E'ap:y?+xy =x3+22(B - A - 1)x? - 2-4ABx

comme A+1=4A" et B=32B', les coefficients de E's5 sont
des entiers.

A' = 2-3(ABC)?

c, = A*+B*+AB

Soit 24"

= 2|A impossible car (A,B)=1
=2|B=>

¢, = A% (mod 2) , comme A = impair
¢, =1 (mod 2) & 2ic,

donc E'p est un model minimal pour p=2.



Voyons la réduction en p=2.

E'ap:y?+xy =x3+22(B- A - 1)x* - 2-4ABx.

E'apz: y2+xy = x3+kx* (mod 2)

a Cas : k=0

y?+xy = x3 (mod 2)

Les équations des tangentes sont:
y?+xy =0 (mod 2)

y(y+x) = 0 (mod 2)

¢a donne 2 tangentes distinctes.

y =0 (mod 2)
y =-x (mod 2)
a Cas : k=1

E'ap2: y?+xy = x3+x* (mod 2)
y2+xy = x3+x* (mod 2)

Les équations des tangentes sont:
y2+xy -x*=0 (mod 2)

on pose

y = ox

d'ou
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a®x? + ax? - x* = 0 (mod 2)

x*(a® + a - 1) = (mod 2)

ona
x?=0-x=0(mod 2) -» y*=0 (mod 2) > y =0 (mod 2)
ou

a®+a-1=0 (mod 2) - impossible

donc 2 tangentes distinctes.

x =0 (mod 2)

y =0 (mod 2)

on a 2 tangentes distinctes. En p=2 on a aussi une
réduction multiplicative.

Donc la courbe Exg est semi-stable, car on a: soit une
bonne réduction, soit une mauvaise réduction
multiplicative.

Remargque : dans le calcul pour voir si le model E'ap est
minimal pour 2, on peut faire la méme chose avec un p
premier #2.

A" = 28(ABC)?
c, = A>+B%+AB
Soit p#2 et p|A’

= p|ABC = p|A par exemple =
= ¢, = B? (mod p) or
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B? # 0 (mod p) car B # 0 (mod p) car (A,B)=1

c4 # 0 (mod 2) & pJ(c4

Ce qui prouve que le model E's est un model minimal.
doncle A" = Apin

Amin = 2-8(ABC)?
N = rad(ABC) = 1_[ p
p|(ABC)

rad(n) = radical de n = les nombres premiers dans la
décomposition de n, par exemple

n=245211.73

rad(n) = 2.5.11.7

Eap est semi-stable = N=sfc (sans facteurs carrés)
Résumons :

— La courbe E4 5 est une courbe elliptique, semi-stable
ayant un modele minimal

B-A—1, AB
E'ap:y*+xy =x3 + — —x" =X

Amin = 2-8(ABC)? = 220-8(A'B'C')?, dans (A'B'C") pas de 2
= 2.rad(A'B'C") = 2 p
p|A'B'C

— Lareprésentation p, est irréductible, en effet Eas
contient 3 points rationnels (A,0), (-B,0), (0,0) d'ordre 2 et
u =5 (théoréme Mazur (12.7.2))
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— pu est modulaire de niveau N (th Wiles: E modulaire =
pyp modulaire).

— Mais on ne sait pas si p, est finie en q|N .

14 FIN D’UN ENIGME

14.1 L'EQUATION DE FERMAT

L'équation de Fermat s'écrit ainsi:
Lp: X0+ yn=zn

D'apres Fermat (1636) elle n'a pas de solution primitive
pour n=3 . Une solution primitive, c'est une solution
(a,b,c) € Z3 telle que

ar+bn=cn
abc#0et
pgcd(a,b,c) =(ab,c) =1 premier entre eux

On pourrait restreindre n aux nombres premiers p =5, en
effet si n n'est pas premier il sera de la forme:

n=2kp1p; ... ; k=entier naturels, pi=premier impair

ou (pour simplifier la discution)
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n=2ku ; k=entier naturels, u=1 ou premier=3
— u=1 (que des nombre premiers 2)
n=2.2.2... (k=2 car n=3)

n=4a

xneyn =z )+ ) = @)

donc il suffit d'étudier 1'équation

x4t +yt =74

Sil'équation n=4 n'a pas de solutions alors I'équation n=2k
n'a pas de solutions non plus .

—pu=premier =3

Xt+yn=z"= (sz)“ + (yzk)u = (sz)u

donc il suffit d'étudier I'équation
XH + yu =7ZH

SilI'équation p=premier=3 n'a pas de solutions alors
I'équation n=dp n'a pas de solutions non plus.

Or on sait que I'équation n'a pas de solutions pour
u=3 et u=4 donc il suffit de résoudre

Ly: xt+yt=zrou u 25 premier

Pendant 358 ans personne n'arrive, la résolution se fait
seulement en Septembre 1994 par Andrew Wiles. Cette
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équation n'a pas du tout de solutions primitives comme
prédisait Fermat.

Supposons que I'équation L, admet une solution primitive
(a,b,c) €Z3 cad:
a* + b* =cH
abc # 0
(abc)=1

On va maintenant examiner les propriétés de ce triplet
(a,b,0)

Les permutations :

Dans I'écriture a* + b* = c# on peut dire que c est
célibataire et que a,b sont en couple, les permutations de
a,b,c revient a dire que tout le monde peut devenir
célibataire, on veut donc trouver une regle de devenir
célibataire.

a* + br =ct = (a,b,c) ; c=célibataire

(-a)# + c* = b* = (-a,c,b) ; b=célibataire (-a*=(-a)* car
pu=impair)

(-b)* + ct =ar = (-b,c,a) ; a=célibataire
bk +ar=c+ = (b,a,c) ; échanger a,b

et on peut faire aussi

-Q# - br =- ¢

(-a)# + (-b)* = (-c)* c'est-a-dire prendre le triplet (-a,-b,-c)
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Donc a partir du triplet (a,b,c) on fabrique les 4 autres :
Q={(ab,c), (-a,c,b), (-b,c,a), (ba,c), (-a,-b,-c) }

Autrement dit a partir d'une solution primitive de L, on
peut en fabriquer 4 autres.

La parité de b :

Les trois nombres a,b,c ne peuvent pas étre tous pairs, car
ils sont premiers entre eux, donc il y en a un qui est impair
disons c = 2k+1 (si c'est a on prend le triplet (-b,c,a), si
c'estb on prend (-a,c,b) ).

a et b ne peuvent pas non plus étre tous pairs, ou tous
impairs car c est impair donc I'un d'eux est impair disons
a=2m+1. et 'autre b=2t pair (si b est impair on prend le
triplet (b,a,c)

Finalement on a:

a=2m+1

b=2t

c=2k+1

Modulo 4 :

a=2m+1, comme m=2d ou m=2d+1 ¢a donne
a=2(2d)+1=4d +1 = a=1 (mod 4)
a=2(2d+1)+1 =4d+3 = a=-1 (mod 4)

si a=-1 (mod 4) on prend le triplet (a,b,c)



a=2m+1
b =2t
c=2k+1

sinon on prend (-a) = -1 (mod 4) c'est-a-dire

le triplet (a',b',c') aveca'=-a, b'=-b et c'=-cet on a:
a't+b'r=c'n

a'=-1(mod 4),a' =2m’'-1 impair

b' = 2t' pair

¢' = 2k'-1 impair

En résumé : a partir d'une solution primitive (u,v,w) on
peut toujours construire une autre solution primitive
(a,b,c) qui vérifie en plus les conditions suivantes:

a=-1(mod 4)

b = pair

14.2 LA COURBE Eugu EST SEMI-
STABLE

Supposons que 1'équation de Fermat L, admet une
solution primitive (u,v,w) € Z3 , elle vérifie donc

Ut + Vi = wih
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uvw %0
pgcd(u,v,w) = 1 premier entre eux dans leur ensemble

a partir de cette solution (u,v,w) on peut toujours
fabriquer une autre solution primitive (a,b,c)

ak + br=cn

abc# 0

pgcd(a,b,c) = 1 premier entre eux dans leur ensemble
et qui vérifie en plus :

a=-1(mod 4)

b =0 (mod 2)

On va maintenant construire une courbe elliptique Ez#p*
donnée par I'équation ci-dessous:

Eatpt 1 y? = x(x - a¥)(x + bt) (non minimale)

Eaftpt 1 y? =x3 + (bt - a)x?* - at bix

C'est une courbe de Hellegouarch-Frey Eap avec A=a* et
B=b¢* le calcule est déja fait, mais ¢a ne fait pas mal si on
refait le calcul.

Calculons son discriminant A et le c4
A= - b% bg - 8b:°; - 27b£ +9 b2b4b6

Cy = b% -24—b4
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On a:

a; = 0,a3 = 0,az = bt - a¥, as=-a*by, ag=0

b; = 4a;
by = 2a4
be = 0

bg =-aj

A = -b3bg - 8b3 = 42 (bv - a®)? (a* b)? + 26 (a* br)3
A = 24(av brcv)? = 24(abc) 2+

Remarque : On peut aussi utiliser la formule:

A =A(E) = 16A(P) = 16(0 - a¥)? (0 + bw)? (ar + br)?

A = 24(abc)

Comme abc # 0 = A#0 = E.+p* est bien une courbe
elliptique

ca=b% - 24bs =42 (bv - a®)? + 24.2 an br
= 42(a2u + atbH + b2u)
c4 = 24(a%+ + arbr + b2w)

On va montrer que 1'équation E;#y* est minimale pour tout
p, sauf p=2.

soit p un nombre premier impair tel que p|A.

p|A = plabc = pla par exemple.
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a=0 (mod p)

c4 = 2%(a2+ + ab* + b2+) (mod p)

24(a2+ + a*b* + b2w) = 24b2t (mod p) puisque a=0 (mod p)
b2+ # 0 (mod p) car

b # 0 (mod p) puisque p|a et pgcd(a,b)=1 premier entre
eux,

¢4 # 0 (mod p)
ptca

Comme p|A et ptcs le théoreme3 nous dit que le modéle
Eatpt est minimal en p . Donc tous les p impair p|A est une
vraie mauvaise réduction.

On va voir quel type de mauvaise réduction pour p|A
comme a=0 (mod p) ¢a donne
y? = x(x- a¥)(x + by

y? = x*(x + b¥) (mod p), il reste bk car pgcd(a,b)=1
premiers entre eux

y? - bix? = x3 (mod p)
Les équations des tangentes en (0,0):
y?-bux* =0 (mod p)

Soit w une racine de b® dans Fy, d'ou
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y? - w*?*=0 (mod p)
y =wx (mod p)
y =-wx (mod p)

La courbe E, modulo p donne 2 tangentes distinctes donc
c'est une mauvaise réduction multiplicative pour p impair

plA.

Voyons le cas p=2, il faut trouver un modele minimal en
p=2 (pour avoir de vraie mauvaise réduction)

On va faire un changement de variables admissibles u=2,

{ x - 2%x
y - 23y + 22x

L'équation E;*,* devient:

bt al+1\ o, al'b*
— Jx*-—x

E'abph 1 y% +xy = X3 + (T - = =

C'est une équation a coefficients entiers, en effet on a:
u=5

a =-1(mod 4)

b = 2t (pair)

donc

bt 2MtH

= entier pair
4~ 4 P

a =-1(mod 4) = a* =-1 (mod 4) car p=impair



a4+ 1 )
= entier

bH  2HtH
16 16

= entier pair

grace aux formules A'=u-12A et ¢'4 = u*c4 on trouve:

A' = 2-8(abc)?+, c'est un entier pair car b est pairet =5

c's = (a2+ + atbr + b2w)

2| A

c'4 = (a2« + atbr + b2w)

c's=a? (mod 2)

¢'4+# 0 (mod 2) car a est impair

ona 2|A' et 2tc's cela montre que le modéle E'.#p# est
minimal en 2.

Voyons la réduction en 2.

Paxymos (2 - B o
y y= 4 4 16

at+1 .
=k entier

commeat+1 = 0 (mod4) =
y? +xy =x3 + k'x* (mod 2)

o Soitcas I, k'=0

170
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y?+xy =x3 (mod 2)

Les équations des tangentes:
y?+xy = 0 (mod 2)

y(y+x) =0 (mod 2)

y =0 (mod 2)

y =-x (mod 2)

deux tangentes distinctes.

o Soit cas 11, k'=1

y2+xy = x3 +x* (mod 2)

Les équations des tangentes :
y2+xy -x*=0 (mod 2)

on pose

y = ax

d'ou

a®x* + ax? - x* =0 (mod 2)
x*(o® + a- 1) = (mod 2)

ona
x*=0-x=0(mod 2) » y =0 (mod 2)

ou
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a®+a-1=0 (mod 2) - impossible
donc 2 tangentes distinctes.

x =0 (mod 2)

y =0 (mod 2)

finalement la réduction en 2 donne une mauvaise
réduction multiplicative.

On peut donc énoncer le théoréme suivant:
Théoreme 7 : La courbe E.tpt est semi-stable (youpi !!!)
Remarque : L'équation

bH at+1 atpt
E'pt 1 y? +x :x3+(———)2-—
allbt Yy T XY 4 4 16

est minimale (car on a: p|A’ et ptc's pour tout p) donc

A' = Amin = 2'8(abC)2“

Le conducteur N de E.tpt (produit des mauvaises
réductions) vaut

N = | | pk
p=mauvaise

comme E.tpt est semi-stable = k=1, N sans facteurs
carrés

v= [

p=mauvaise
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143 LA CONJECTURE DE FERMAT
(1636-1994)

D'apreés le théoréme de Wiles E.#y* est modulaire de
niveau N, avec N sans facteur carrés (car E;#p# est semi-
stable) .

Voyons maintenant ce qui ce passe du c6té de p, la
représentation attachée de Ea#pt[] .

Comme E.#pt est modulaire, d'apres le théoréme (12.5.1),
pu est modulaire de niveau N (=le conducteur de Ea#p*)

Et d'apres le théoréme de Mazur (12.7.2) la représentation
Pu:

pu: Gal(Q/Q) - Aut(Epi[u])

est irréductible, en effet E;#p* contient 3 points rationnels
d'ordre 2 : (a»,0), (-b»,0) et (0,0) et u =50,

D'autre partona:

Amin = 2-8(abc)2r = 22hw-8(a'b'c")2+; pas de 2 dans (a'b'c’)
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N = 1_[ p=2rad(ab’c)
plabc

Voyons maintenant si p, est finie en q=2 77,

2hp -8 =0 (mod p)

8 =0 (mod )

8 = mu = impossible car p=premier =5

donc p, n'est pas finie en 2. Voyons les autres q|N et q#2
Amin = 220-8(2'b'c")21 ; pas de 2 dans (a'b'c’)

Amin = q2me 22hw-8(2"'b"'c"")2k ; isolons q

Amin = 2D = p|vg(Amin) = py est bien finie en q#2

donc d'apres le théoréme de Ribet, p, est modulaire de
niveau N/q,

Comme a chaque fois qu' on a q#2 et q|N, p, est finie en q
(on a vraiment de la chance !!)

on peut donc continuer comme ¢a, p, est modulaire de
niveau N-N/q—N/qq'-N/qq'q"'— ... ainsi on supprime
tous les premiers impairs de N et il ne reste plus que 2.

Finalement p, est modulaire de niveau 2.

C'est-a-dire il existe une forme modulaire non-nulle
FeS,(2)

F= anq“

n>1
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telle que
tp = bp (mod p) pour tout ptpN
Mais alors on a:

dim S3(2) = 0 = Sz(2) = {0}, une telle forme F non-nul
n'existe pas d'ou la contradiction .

Conclusion le triplet (a,b,c) n'existe pas !! donc 1'équation
de Fermat L, n'a pas de solutions entiers non-nuls.

Ouuuffe !!! 358 ans de galere !!!!

Remargque : Pour la courbe Hellegouarch-Frey Eag, on ne
sait pas si p, est finie en q|N, par contre pour la courbe
Eabpt c'est1'équation de Fermat (a*+b# = c#) qui permet a
pu d'étre finie en q|N donc d'appliquer le théoreme de
Ribet qui conduit au contradiction .

(°) Puisque la conjecture est déja démontrée pour
u=3,4,57 .

On pourrait prendre p premier 211 et utilise le théoreme
de Mazur (12.7.1) (py est irréductible) .
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15 UNE BREVE HISTOIRE DE
LA CONJECTURE DE FERMAT

15.1 UN DEFIT
En 1636 Fermat lancait un défit suivant aux
mathématiciens:

L'équation x» + y» = z» n'a pas de solutions entiers naturels
non-nuls pour n>3, et d'autant plus il prétendait d'avoir
une démonstration.

Depuis ce jour-la beaucoup de grands mathématiciens
essayaient de démontrer ce théoreme mais personne
arrive, et on ne montre que des cas particuliers de n.

a Fermat lui méme (1636) n=4

a Euler (1753) n=3

a Dirichlet et Legendre (1825) n=5

a Lamé (1839) n=7

a Kummer (1847) n=p premier régulier
Puis ....rien ... plus rien ... jusqu'en ...

a En 1969 (112 ans plus tard) Hellegouarch a une idée
révolutionnaire ... Il suppose que I'équation de Fermat a
une solution primitive (a,b,c) c'est-a-dire on a la relation
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ak + br =ch; avec u=5 premier
et a partir de cette solution il construit la courbe elliptique
Eatpt: y? = x(x- a¥)(x + b¥)

et il étude I'ensemble E[u] des points de p-torsion en
espérant que cela conduira a une contradiction, mais
malheureusement il n'a pas abouti ...

a Fallting (1983) : I'équation de Fermat posséde un
nombre fini de solutions en entiers, mais le théoréme ne
dit pas qu'on a zéro 0 solution !

a En 1984 Frey reprend 1'idée de Hellegouarch mais au
lieu d'étudier E[y] il étudie la représentation p, provenant
E[u] etil arrive a trouver une contradiction ! par contre
ses explications sont vagues, pas tres claires mais tout le
monde s'y croit ! et tout le monde travaille dessus. Et c'est
Serre qui reformule mathématiquement les idées de Frey,
puis les met sous la forme d'une conjecture nommeée la
conjecture epsilon .

conjecture- epsilon: Si p, irréductible, modulaire de
niveau N (sans facteur carré), et finie en q|N alors p, est
modulaire de niveau N/q.

a Apres deux ans d'effort (1986) Ribet arrive a démontrer
la conjecture-epsilon (théoréme de Ribet)

a Un peu plus tard Mazur démontre que p, est irréductible
(théoreme de Mazur), et I'équation de Fermat L, montre
que p, est finie en q|N.



178

Voila maintenant pour démontrer la conjecture de Fermat
il suffit de montrer que p, est modulaire de niveau N (sans
facteur carré), ou que E 4+ est modulaire de niveau N
sans facteur carré (car on voit facilement que Ea#,p*
modulaire = p, modulaire). Avant on ne sait pas comment
attaquer la conjecture de Fermat dans le cas général
pu=premier =5, maintenant on a un angle d'attaque la
conjecture TSW (toute courbe elliptique est modulaire) .

a C'est ainsi que Wiles procede, il attaque la conjecture
TSW, pendant 7 ans de travail dans un secret absolu il
annonce la démonstration en 6/1993 mais assez tot on
découvre une erreur dans sa démonstration !! et
finalement il a réussi a corriger cette erreur en 9/1994 (a
l'aide de Taylor) il fallait plus un an pour corriger cette
erreur .. Wiles a démontré la conjecture TSW pour la
famille de courbes elliptiques semi-stable (N sans facteur
carré) dont E,»p+ fait partie.

Ainsi E.4pt = semi-stable = E.#pt modulaire de niveau N
= py, modulaire de niveau N = p, modulaire de niveau 2 =
contradiction car S;(2) = {0}.

Résumons les noms des acteurs:

Saison 1:

a Fermat (1636)

o Euler (1753)

a Dirichlet, Legendre (1825)
o Lamé (1839)

a Kummer (1847)



Saison 2:

Taniyama (1955)
Shimura (1958)
Weil (1960)
Hellegouarch (1969)
Frey (1984)

Serre (1985)

Ribet (1986)

Mazur (1987)

Wiles (1994)
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Du méme auteur
al La conjecture de Fermat

C'est un livre qui démontre la conjecture de Fermat,
(appelé souvent "le dernier théoréme de Fermat") en
s'appuyant sur deux théorémes: le théoreme de Ribet et le
théoréme de Wiles. Un document rare et exceptionnel.
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o2 La Relativité Générale

Tout sur la Relativité Générale et on trouve une
démonstration de I'équation tensorielle d'Einstein a partir
du principe moindre action, ce qui est tres rare.
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a3 Le Groupe du Rubik's Cube (Tome I, I1)

Le Rubik's Cube posséde un groupe tres riche en
propriétés et si la partie mathématique du puzzle vous
intéresse alors ce livre est pour vous.
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a4 La Relativité Restreinte
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par Einstein pour remplacer la mécanique newtonienne
quand la vitesse des objets est proche a celle de la lumiére
C.
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a5 La chasse aux nombres transcendants (Tome I, 1)

Les nombres transcendants sont trés mystérieuy, ils sont
partout, beaucoup plus nombreux que les nombres
algébriques et pour tant on connait tres peu de ces
nombres, le premier est e, puis m, cos(1), ....
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a6 La Cubologie (Tome I, 1)

Pour comprendre les propriétés des twists il faut passer
par les mathématiques, a chaque twist on associe un
groupe et ce sont des propriétés de ce groupe qui
expliquent les propriétés du twist.
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a7 La physique quantique (Tome I, I1)

Si vous voulez savoir ce que c'est la physique quantique,
ce livre est pour vous.

© Sept-2018, Morphocode CODE



